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TRANSIENTE EFFEKTER I FORBINDELSE MED UDBREDELSEN AF ULINEÆRE 
HØJFREKVENTE BØLGER I ET HOMOGENT PLASMA 
Knud Thomsen 
Abstract. I en to-fluidbeskrivelse undersøges de transiente for-
hold ved udbredelsen af ulinetre højfrekvente bølger i et homo-
gent, isotropt eller anisotropt plasma. Efter udledningen af de 
grundlæggende ligninger for de forskellige bølgetyper, der er 
indkluderet i undersøgelsen, betragtes først de lineøre forhold. 
Derefter diskuteres betydningen af ulineøre fænomener som gene-
rering af harmoniske, tcthedsvariationer skabt af ponderomotive 
kræfter og den deraf resulterende lokale ændring af plasmafre-
kvensen. Det viser sig, det kun er for udbredelsen af ekstra-
ordinære bølger, at generering af harmoniske er vigtig, og 
dette undersøges i detaljer. Eventuelle tæthedsvariationer be-
tfortsæt tes på nsste side) 
Januar 1983 
Forsøgsanlæg Risø, DK 4000 Roskilde, Danmark 
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skrives enten so« drevne ikke-dispersive eller soø drevne dis-
persive lavfrekvente elektrostatiske bølger. Forskellene selleø 
disse to beskrivelser undersøges først analytisk og derefter 
nunerisk æ d tøthedsvariationernes indvirkning på udbredelsen 
af den højfrekvente bølge inkluderet. I alle tilfalde benyttes 
en endiøensionel beskrivelse. 
Ansvarlig faglarer: Prof. P.L. Ølgaard 
Afdelingen for Elektrofysik« 
Danøarks tekniske Højskole. 
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Der findes efterhånden mange eksempler på anvendelsen af høj-
frekvente bølger med stor amplitude indenfor plasmafysik. For 
eksempel anvendes der nu højfrekvente bølger ved opvarmningen 
af plasmaet i fusionsmaskiner, son tokamakker og stelleratorer. 
Ved laserfusion beskydes brintpiller øed intense laserstråler. 
Ved studier af de forskellige lag i ionosføren bestråles disse 
ved hjalp af antenner, der kan udsende bølger øed stor effekt. 
Blandt andet derfor har det varet naturligt at prøve i detaljer 
at forstå udbredelsen af forskellige højfrekvente bølgetyper i 
et plasma. Dette problem er som regel på grund af den store am-
plitude ulineart. Parametrisk henfald, filamentation, selvfokuse-
ring og modulationsinstabilitet er eksempler på nogle af de uli-
neare fænomener, der har betydning i denne sammenhang (se f.eks. 
Kaw ra.fl. (1973); Manheimer og Ott (1974); Sodha ø.fl. (1979)). 
Det er karakteristisk for de fleste eksisterende teoretiske un-
dersøgelser af disse ulineøre forhold, at bølgen allerede er i 
plasmaet, eller at analysen kun vedrører variationer i den ra-
dielle intensitet af en indtrangende plan bølge. Hvorledes for-
holdene er nar bølgefronten synes at have haft en relativ lille 
interesse. Der eksisterer dog klassiske behandlinger af det til-
svarende lineare problem (se f.eks. Baerwald (1930); Haskell og 
Case (1967); Buckley (1975)). Formålet med denne rapport er net-
op at inkludere vigtige ulineariteter i en teoretisk og nume-
risk undersøgelse af forholdene omkring udbredelsen af bølge-
fronten. Vi vil i en endimensional beskrivelse diskutere udbre-
delsen af følgende højfrekvente bølger: Elektrostatiske elek-
tronplasmabølger (Langmuirbølger) og elektromagnetiske bølger i 
et isotropt homogent plasma; elektrostatiske øvrehybrid bølger, 
elektromagnetiske ordinere og ekstraordinøre bølger i et aniso-
tropt homogent plasma. Ved behandlingen vil vi se på modifikati-
onerne af piasmatatheden, skabt af ponderomotive krafter nar bel-
ief ronten. Vi vil betragte disse tethedsvariationer som elek-
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trostatiske lavfrekvente belger, son f.eks. ionakustiske-, ion-
cyklotron- eller nedrehydrid bølger, og vi vil studere indfly-
delsen af disse på udbredelsen af de hejfrekvente belger. Ende-
lig vil vi også tage højde for en eventuel generering af 2. har-
ann iske* aedens f.eks. paranetriske henfaldsprocesser ikke vil 
blive behandlet. 
Dispositionen for denne rapport er felgende: I kapitel 2 indfø-
res en passende notation, hvorefter der følger en udledning af 
ligningerne for de forskellige bølgetyper, der betragtes. For-
skellige løsningsmetoder, der er anvendelige ved lineøre bølger, 
genneagås i kapitel 3. En diskussion af de forskelige ulinea-
riteters betydning for hver enkelt bølgetype finces i kapitel 4. 
I kapitel 5 genneøgås i detaljer genererinoe. «f 2. harmoniske i 
forbindelse øed udbredelse af ekstraordin øre 3ølger. De lavfre-
kvente ligninger, der beskriver tethedsvariationer skabt af 
ponderoøotive krafter, løses analytisk i kapitel 6. Probleøet, 
hvor nu også tæthedsvariationernes indvirkning på den højfre-
kvente bølge er medtaget, løses numerisk i kapitel 7. Son ek-
sempel betragtes her specielt øvrehybrid bølgers vekselvirkning 
ned ioncyklotron bølger. Endelig følger konklusionen i kapitel 
8, derefter referencer sant appendices A-6, hvor enkelte ting 
er genneøgået i detaljer. 
2. GRUNDLÆGGENDE LIGNINGER ?OR DE FORSKELLIGE BØLGETYPER 
2.1. Notation 
Det er bekvent inden den egentlige gennengang af problenet at få 
indført en passende notation, sant få indført de ligninger, vi 
vil benytte ved beskrivelsen af de forskellige bølgetyper, der 
er aktuelle i denne sannenhøng. For det første vil vi antage, 
at en to-fluidbeskrivelse er anvendelig, hvilket vil sige, kon-
tinuitetsligningen og impulsligningen ned eller uden termiske 
effekter for henholdsvis elektroner og ioner »anner. ned 
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Maxwell's ligninger. Por det andet, at det kun er elektronerne, 
der deltager i udbredelsen af de højfrekvente bølger, »edens vi 
antager kvasineutralitet ved de elektrostatiske lavfrekvente 
bølger. Por det tredje, at de hurtige variationer er adiabati-
ske, ædens de langsomme er isoterne for elektronerne. Endelig 
vil vi begrønse os til et kollisionsfrit tokomponent fuldt 
ioniseret plasma, bestående af elektroner og enkeltladede io-
ner. Plasmaet består således af elektroner med ladningen -e og 
massen m, medens ionerne har ladningen e og massen M. Følgende 
betegnelser vil bl.a. blive benyttet i det følgende, indeks j = 
i,e vil angive, om det er for ioner henholdsvis elektroner. 
N^, nQ, n.s, n : tøtheder 
•»• • • 
Vj , VJ, v : fluidhastigheder 
Tj : temperaturer multipliceret med Boltzmans konstant 
VTj : termiske hastigheder 
Pj» Pj» P s tryk 
XDj i debyelangder 
Upj : plasmafrekvenser 
Cpj , Cyj : specifikke varmekapaciteter 
Yj : specifikke varmekapacitetsforhold Cpj/Cvj 
%, E, B : elektriske felter 
%, BQ, B : magnetiske felter 
*,•, • : elektriske potentialer 
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Qj : cyklotronfrekvenser 
Pj : gyroradier 
eQ : dielektricxtetskonstant 
u0 : vakuumpermeabilitet 
fl, « : frekvenser 
k, k : bølgevektor, bølgetal 
t : tiden 
r, xr y, z : stedvektor, rumkoordinater 
Plasmaet vil i ligevagtstilstanden vare beskrevet ved en homo-
gen tathed n0, pga. ladningsneutralitet er Ne = Nj • n 0 overalt 
i denne tilstand, og har dermed ionplasmafrekvensen n>pj = 
/n0e2/e0M samt elektronplasmafrekvensen wpe = /n0e2/e0n>r som 
to karakteristiske frekvenser. I de tilfalde, hvor plasmaet er 
"varmt", dvs. det har en endelig henholdsvis elektron temperatur 
Te og iontemperatur Tj, vil der også eksistere to karakteristiske 
længder, nemlig elektron debyelangden X ^ » /eQTe/n0ez og 
ion debyelangden Anj » /e0T^/n0ez. 
Endvidere er elektrontermisk hastighed V«j>e * /Te/m og ionter-
misk hastighed V?i * /T^/M. Por komplethedens skyld vil vi også 
her navne den ionakustiske hastighed C s - V(YeTe+YjTi)/M 
(• /Te/M for isoterme elektroner med T e >> T^) og lyshastig-
heden c • l//e0n0. I tilfaldet, med et konstant og homogent mag-
netfelt B0 påtrykt plasmaet, er der mulighed for mange forskel-
lige bølgetyper. Her skal vi navne to karakteristiske frekven-
ser, elektrongyrofrekvensen &e * eB0/m og iongyrofrekvensen 
0* » eB0/M (vi valger at regne &e og % for positive), og sam-
tidigt skal vi navne de karakteristiske lengder, elektrongyro-
radius Pe « V T e/0 e og iongyroradius PJ • V<p^/0^. 
- 9 -
I det følgende skal vi bl.a. betragte udbredelsen af en højfre-
kvent bølge med frekvensen ««HF» og dennes eventuelle kobling 
til en lavfrekvent bølge med frekvensen «*t,p. Ved at krave w^ p 
>> uLp opnår vi, at problemet involverer to tidsskalaer, en 
hurtig og en langsom tidsskala, beskrevet ved henholdsvis 1/<»HF 
09 1/WLF* Ve<* at ""idle vores ligninger over en tid T, hvor 
1/*»Hp << T << 1/o>Lp, får vi et ligningssat til beskrivelse af 
variationer på den langsomme tidsskala, medens en negligering af 
de langsomt varierende led i ligningerne, giver et ligningsat 
til beskrivelse af variationer på den hurtige tidsskala. Af sam-
me grund er det hensigtsmassigt at dele en størrelse A op i tre 
dele, A = aQ+a+a, hvor a er en hurtig varierende del, a en 
langsomt varierende del og a0 er vardien af A i den uperturbe-
rede tilstand. Eller udtrykt formelt: 
1 T 1 T 
— / adt 5 0 og a = - / Adt - a_ 
T O T O 
2.2. Elektromagnetiske bølger i homogent plasma 
De højfrekvente elektromagnetiske bølger, der vil blive disku-
teret, er beskrevet ved følgende ligningssystem (ved umagneti-
-*• •*• 
seret plasma sattes B0 « 0). 
— n + (nft+n-)V»v = - V-nv (2.1) 
3t w e 
8 -»• e + + + e* • * + 
— V + -(E+v*Bft) = v * B - v»Vv (2.2) 3t m ° m 
*
 e 
V • E + — n - 0 (2.3) 
V • 8 * 0 (2.4) 
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V * E • — B » 0 (2.5) 
it 
• 1 3 + • •*• 
7 x B - _ _ E + uoe(n0+ne)v - - u0env (2.6) 
c* it 
Ligningerne er stillet op således, at venstre side indeholder 
de lineære led, og højre side de ulineare. Strengt taget er 
leddene, hvor ne indgår, også ulineare, men mere herom sene-
re (se afsnit 4.3). Disse ligninger beskriver en udbredelse på 
en hurtig tidsskala (javnfør det forrige afsnit), hvorlor kun 
elektronfluidligningerne er medtaget. Desuden betragtes kun 
bølger med fasehastigheder Vp = u/k >> v>pe, af hvilken grund 
led stammende fra en endelig elektron temperatur ikke er medta-
get i ligning (2.2). Vi benytter altså en kold plasma beskri-
velse i dette tilfalde. Det er ikke meningen her at gennemgå 
teorien for alle højfrekvente elektromagnetiske bølger i et 
isotropt, såvel som anisotropt, homogent plasma (se f.eks. Yeh 
og Liu (1972)), men blot navne nogle resultater, som vi vil få 
brug for under den videre gennemgang. 
2.3. Højfrekvente elektromagnetiske bølger i umagnetiseret 
plasma 
I det isotrope tilfalde, B0 * 0, er det en simpel sag at redu-
cere ligning (2.2), (2.5) og (2.6) til 
•
 1 r 3 * •> " e + i i • 
7 x v x B + - [—,E + ^ ( 1 +—)E] - en0— nv 
c 2 3t2 *" n0 3t 
2 
- P ( 1 + ~ ) v * B - ew0(n0+ne)v • Vv (2.7) 
c£ n0 
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Leddet ne/nQ er kun aktuelt i det øjeblik, bølgen kobler til 
lavfrekvente bølger (eller plasmaet er inhomogent). Negligeres 
de ulineare led, dvs. højre side af (2.7) og ne/nQ = 0, ses 
det let ved indscttelse af en plan bølge Eoexp(-i(ut-k»r)f at 
dispersionrelationen er givet ved 
o2 = w2e + c
2 k 2 (2.8) 
o o _ 
Det skal bemærkes, at «")fe skulle erstattes af upe(1+ne/n0), hvis 
vi ikke havde negligeret ne/nQ. 
2.4. Højfrekvente elektromagnetiske bølger i magnetiseret 
pla&aia 
I det anisotrope tilfalde, hvor et homogent og konstant magnet-
felt B 0 er påtrykt plasmaet, er det bekvemt at Laplace- og 
Fouriertransformere ligningerne (2.1) - (2.6) i henholdsvis 
tid og rum. Vi vil benytte følgende definition på Laplacetrans-
formationen 
F(o») » / F(t)eiwt dt (2.9) 
o 
Den inverse er da givet ved 
F(t) - — / F(w)e-iwtdu (2.10) 
2* c 
hvor den komplekse integrationsvej C er parallel med den reelle 
akse i det komplekse w-plan, og valgt således, at alle F(w)'s 
singularlteter ligger under denne. Fouriertransformen defineres 
således 
F(k) - / F(r)e-ik#r dr (2.11) 
hvor dr*dxdydz. Den inverse er da givet ved 
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• 1 + • • • • • 
F(r) « / F(k)ei**r dk 
(2*)3 "" 
(2.12) 
hvor dk»dkxdkydkz» Det er nu relativt simpelt at bestemme den re-
lative dielektricitetstensor 11e 11. Valger vi B 0 til at vare pa-
rallel med z-aksen, fås (se f. eks. Karpman og Shagalov (1982)) 
Ml 
u. 





Qe »te o>, 
0) o»2_fl2 1 -
pe_ 
<*2-ul 
1 - "Pe 
d2 J 
( 2 . 1 3 ) 
Tages der hensyn til ne/nQ, skal o»pe erstattes af <•>* (1 +ne/nQ) 
Dispersionstensoren ||D(u>,k)|| defineres ved 
to 
|D(<o,k)| |-E(«,k) - ik*(iic*B(o>,k)) l|e||*B(»rk) (2.14) 
n2 
Ved at lade k vsre givet i xz-planen, og lade 6 betegne vinklen 
•*• -*• 
mellem B0 og k (dette medfører ingen indskrænkninger), fås 
or 
IDI! - -—( 
kc kc 









Lader vi JNL betegne en ulineær strøm, givet ved (Jovanovic 
m.fl. (1982)) 
JNL(u>,k) = ^ - [ / / -n(tfr)v(tfr)ei<"t-*'*> dtdr 
iu o -» eft 
u2 m +<• 
(IIHI-l|e||)./ / {^(tr?)xB(t,f) (2.16) 




hvor ||I|| er enhedstensoren, kan ligningerne (2.1) - (2.6) re-
duceres til 
I |D(u>,k)| |'E(u>,k) = - T — JHL(«»k) (2.17) 
c 2 eo 
•¥ 
Den lineære dispersionsfunktion D(u,k) er givet ved 
D(ufk) = det||D(ufk)|| (2.18) 
hvilket giver dispersionsreletionen 
D(w,k) = o (2.19) 
Ved parallel udbredelse, B0||k og dermed 6 * 0 , får vi af (2.19) 
dispersionsrelationerne for (se Yen og Liu (1972)) 
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R-bølger: 






k2c2 = «2 - _EL (2.21) 
1 - * 
Disse bølger er dog blot medtaget her for fuldstendighedens 
-»• + 
skyld. Ved vinkelret udbredelse* Bo-Lk og dermed 0 * */2, får vi 
dispersionsrelationerne for 
Ordinere bølger: 
k2c2 = u2 _ „2^ (2.22) 
Bxtraordinare bølger: 
k2c2 , { U 2 ( W 2 . W 2 H ) . «|e(«2-«»|e))/(ø2-iiJH) 
(2.23) 
Hvor « U H * (»pe+^l)1/2 er øvrehybrid frekvensen. På fig. 2 
side 41 er løsningen af (2.23) vist for w2^ » 9fl|. På denne 
figur er indført to frekvenser 
WL ' ^2»2e+fl2.Qe( 4.^+02)1/2] 
(2.24) 
WH " ; [2»pe + n l + f l e( 4 w pe + 0 e) 1 / 2 l 2l pe e e»' pe 
(2.25) 
Der gmlder følgende ulighed <nL < «UH < u>H. 
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2.5 Elektrostatiske bølger i homogent plasma 
Ved beskrivelsen af de elektrostatiske bølger (kl IB) benyttes 
en varm to-fluidbeskrivelse af plasmaet og Poisson's ligning. 
Dette er en god tilnærmelse, sålange vi indskrænker os til at 
betragte bølger og perturbationer, hvis karakteristiske skala-
lxngde * er »eget større end elektron Debyelcngden A^e. Der-
ved kan Landau-dcnpningen på elektronerne negligeres. Ved end-
videre kun at betragte tilfalde, hvor elektrontemperaturen T e 
er neget større end iontemperaturen Tj, kan Landau-dampningen 
også negligeres for ionerne. 
Ved at benytte den i afsnit 2.1 indførte notation, fås følgende 
ligningssystem, beskrivende såvel højfrekvente so« lavfrekvente 
elektrostatiske bølger i et magnetiseret plasma (det umagneti-
- » • - » • 
serede tilfælde fås ved at satte B 0 = 0) 
9 • 
— N i + V • N-sV-j = 0 (2.26) 
3 t J J J 
3 • • • <*jr * • i V P J 
— V j • Vj • VVj * -2[-7#+Vj«to] - ^ -±- (2.27) 
eoV2# = - E q.N^ (2.28) 
j*i»e 
For at få sluttet ligningssystemet vil vi udelukkende betragte 
adiabatiske eller isoterme processer, således at 
VpD * YjTjVNj (2.29) 
hvor Yj= 3 for adiabatiske, og Yj * 1 for isoterme processer. 
Indeks j * i for ioner, og j • e for elektroner. I det følgende 
benyttes M * mi, m » me, e * qj og -e * qe. I ligningerne (2.26) 
- (2.29) indsattes nu 
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He « n Q • n"e • n 
• • • 
ve * ve • v 
Pe
 s
 Po • Pe • P 
• = • • • (2.30) 
Mi • n0 + nt 
Vi « Vi 
pi s Po • Pi 
Ved i de resulterende ligninger at negligere alle langsomt var-
iererende led, får vi et ligningssystem, der beskriver bølger 
på en hun g tidsskala 
3 • * • + * • * 
— n + nrtV . v + 7 . ff v + nV • v + V • nv = 0 (2.31) 
3t -
— V + V e » V v + V » VV« + V • Vv * — V f 
(3.32) 
e • • 3Te 
v x B 0 - — V n 
m Ngm 
e0V2f . en (2.33) 
Ved udledelsen af disse ligninger er det antaget, at elektron-
erne er adiabatisk' altså Ye * 3, og ionernes masse M er reg-
net for uendelig st^r. Det kan vises, at leddene market al-
le er af relativ størrelsesorden (^ n^ /*) t samt at 
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(3Te/Nem)?n • (3Tc?n/no»)(1+0((Ane/t)2)) »ed T e konstant på 
højre side af lighedstegnet (Dysthe og Pecseli (1977) og (1978)), 
Vi vil nu benytte »idlingsproceduren beskrevet i afsnit 2.1 på 
de resulterende ligninger. Det antages, at elektronerne er iso-
terne, Te » 1. Ved samtidigt at krave kvasineutralitet, får vi 
følgende ligningssystem, beskrivende plasmaet på den langsomme 
tidsskala 
- n e + nQV • Ve + V • SeVe + v_^_nv_ m 0 (2.34) 
3-t- + • -• + e e* • 'e 
—V- + V. • vv + v • VV = - ? • - -v„ * B_ Vne 
3t e -e- --£ m m 3 ° Nem e 
a • 
- n± + nQV • Vi + V - SiVi » 0 (2.36) 
= - - ? • + -V4 * BQ - Y4 VSi (2.37) 
M M x ° x NiM x 
(2.38) 
Vi vil på den langsomme tidsskala kun betragte det lineare tat-
hedssvar på drivledet, som er v*7v, se afsnit 4.2 om pondero-
motive kræfter. Derfor vil leddene market — blive negligeret, 
samt approksimationerne Te?n*e/Nem * TeVne/n0m og Y^T^n^/N^M " 











v V i 
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2.6 Højfrekvente elektrostatiske bølger i magnetiseret plasma 
(Langmuir bølger) 
Sattes B 0 = 0, og negligeres alle ulineare led af relativ stør-
relsesorden (^De/*)^ i ligningerne (2.31) - (2.33), får vi føl-
gende ligningssystem til beskrivelse af Langmuir bølger (Dysthe 
og Pécseli (1977)) 
3 * * 
— n + nftV • v + V • Sv = 0 (2.39) 3t 
3 * e ^Te 
_ v * -V$ - 3 Vn (2.40) 
3t m n 0 
eQV2* = en (2.41) 
Disse ligninger kar reduceres til (undervejs negligeres et led 
SWpg^ggV«(n/n0)VV2+, som også er af relativ størrelsesorden 
(*De/*>2> 
32 
* * (—- - 3v|_?2 + o)2
 (1 + H_))V* « 0 (2.42) 
3t2 le ** n 0 




 upe + 3v|ek2 (2.43) 
•*• 
Integreres ligning (2.42) mht. r (integrationskonstanten sat-
tes lig nul), og indføres E = -?•, kan vi nu på to måder simpli-
- * • 
ficere denne ligning. Først vil vi antage, at E kan skrives som 
* 1 i * 
E - — •S(t,r)e-iwot + c.c. (2.44) 
då 
hvor c.c. betegner den kompleks konjugerede. *&(t,r) er en kom-
pleks amplitude, der varierer langsomt i tid, |32£/3t2|<< 




" o * + 3 vle ? 2^ • <"Z ' «&>* - "£e ~ « (2.45> 
Ligning (2.45) er også kendt soai den første af Zakharovs's lig-
ninger (Zakharov (1971)), (sidste led på venstre side neglige-
res ofte fordi ««2 • "pe** V e d dette probles er det fordelag-
tigt at udskille både den hurtige rumlige variation og den hur-
tige tidsvariation. Vi antager altså, at B kan skrives på forøen 
—€(t,r)e-i(*V>t-k-r)
 + c.c. (2.46J 
2 
Hvor |k|z « ("o "pe^^Te' °9£(t,r), der nu er langsoøt varie-
rende i både tid og ruø, beskriver indhyIningen af E. Indset-
telse af (2.46) i den modificerede udgave af (2.42) giver 
2i"0<J7 * V " V>& + 3 vTe' 2^" "£e — i C2-47> 
• t ~ F no 
Som før er a2ø/3t2 negligeret, og vi har indført gruppehastig-
heden V * d*»/dk « (3v|e/-0'kr se ligning (2.43). I det følgen-
de vil det herefter blive antaget, at ligningerne (2.45) og 
(2.47) beskriver amplituden "S's variation på samme tidsskala 
som ligningerne (2.34) - (2.38). 
2.7. Højfrekvente elektrostatiske bølger i Magnetiseret plasøa 
Ved i ligning (2.40) at nedtage et led -(e/»)v»B0 på højre 
side, og igen negligere ulineare led af relativ størrelsesorden 
(Ane/*)2 (Dvsthe m*fl* (1978)), får vi følgende ligning (se 
appendiks A) til beskrivelse af højfrekvente elektrostatiske 
bølger i magnetiseret plasma 
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(-_. - 3*2*2 • -2
 )(?2 é «. fl2*2 # ) 
»2 n »2 
* S t2 l^ no »t2 
(2.48) 
Hvis BQ » B0xr er operatorerne *j| * **/*« og vA « xl/i* + 
I'a/'y. Ser vil vi reducere ligning (2.48} ved kun at betragte 
vinkelret udbredelse, kiBg. Desuden vil vi antage følgende: 
Magnetfeltet er relativt svagt, således at |V2 a2«/at2| 
» lQ|?f|*IJ 1*1*1 » !»Mfl og !^!n/n0| » |*t|n/n0l,-
vl|n/n0xTv * 0. Dette medfører efter integration 2 gange mht. 
tiden (integrationskonstanter negligeres) 
32 n 
vit—- " * & * ? • -gø.)*!*" » "i • <"pe.rvi*> 
»tz "o 
(2.49) 
hvor vi har indført øvrehybrid frekvensen "ug * "pe+ae* D e t 
ses af (2.49), at dispersionsrelationen for lineare elektrosta-
tiske øvrehybrid bølger er givet ved 
"
2
 " "OH + 3vTe*2 (2.50) 
So« i foregående afsnit fjernes den hurtige tids- og ruavaria-
tion fra fasen ved at antage, at ? kan skrives som, idet vi 
indskrønker os til en endimensional beskrivelse 
1 
• « -f(t,x)-i("ot-kx) • c.c. (2.51) 
2 
Den komplekse amplitude • er langso«t varierende i ru« og tid, 
og k • k(»0)2 er givet ved (2.50). Efter indsattelse af (2.51) 
i (2.49) vil vi gøre følgende antagelser: |«09*/»t| 
» l»2*/>t2|> lk?l » |'f/»xli «0 » *^ » »e* og negligere 
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alle integrationskonstanfcer. Af (2.50) får vi, at gruppehastig-
heden Vg * (3V^/«0)k, og dens afledede Vg * d2«/dk2 * 
(3v|e/-0)(1-(3v|ek2/-|)) " SV^/^. Ligning (2.49) kan heref-
ter skrives soa 
i* 
.3 9 1 •* "pe n 
K-— • V — ) • • -V — • » -El — * (2.52) 
8t **x 2 'ij|2 2 no 
2.8 Lavfrekvente elektrostatiske ionakustiske bælger 
Betragter vi et uaagnetiseret piasaa, og antager, at oscilla-
tionerne er så langsoaae, at elektronerne kan betragtes soa et 
aasselast fluidua (a * 0), reducerer ligningerne (2.34) -
(2.38) til (Dysthe og Pécseli (1977)) 
Te - eo * * 
eV# Vn '(B • B) - 0 (2.53) 
n 0 2no 
» * 
— n + n0V • Vi - 0 (2.54) 
» 7 e - Ti*i 
»t l H Vfi (2.55) 
noH 
Ligning (2.53) beskriver en trykbalance for elektronerne. Det 
sidste led på venstre side af (2.53) er den ponderoaotive 
kraft, soa staaaer fra en langsoat varierende aaplitude af en 
hajfrekvent beige, såvel elektrostatisk soa elektroaagnetisk 
(se afsnit 4.2). Vi har anvendt approksiaationen (l/a)**?* -
(e0/2n0)v|.E (Nanheiaer og Ott (1974)). Ligningerne kan let re-
duceres til ligningen for ionakustiske balger drevet af 
ponderoaotive krafter 
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(—^  - C * * * ) — = ^(B • E) (2.56) 
»t2 s no 2n0M 
hvor lydhastigheden C2 = ( T ^ Y ^ ) / " . - Te/M, idet det er nød-
vendigt at krave Te » Tj, så det er tilladt at se bort fra 
Landau-dampning. Dispersionsrelationen for lineøre ionakustiske 




 = C2*2 (2.57) 
Indsattes ligning (2.44) for E i (2.56) fås 
( C 2 V 2 ) — » —°-V2f£|2 (2.58) 
jt2 s n0 4noM 
Ligning (2.45) og (2.58) kaldes normalt Zakharov's ligninger 
(Zakharov (1971)). 
2.9 Lavfrekvente elektrostatiske ioncyklotron bølger 
Vi vil her udlede en inhomogen ligning, der beskriver ioncy-
klotron bølger, der udbreder sig ncsten vinkelret på magnetfel-
tet i et magnetiseret plasma, og hvor det inhomogene led er en 
ponderomotiv kraft stammende fra en højfrekvent bølge. Ioncyklo-
tron bølgerne er beskrevet ved, at ionerne bevøger sig "vinkel-
ret" på magnetfeltet, medens elektronerne opretholder en 
Boltzman ligevøgt ved at bevøge sig langs magnetfeltet, som 
perler på en snor. Dette kan kun lade sig gøre, hvis komposan-
ten af bølgernes udbredeIseshastighed parallelt med B0 er mindre 
end V T C eller med andre ord perturbationernes bølgeløngde pa-
rallelt med B0 opfylder kravet 2nyJ:i/Qi < A|(< 2*VTe/Qi. 
Ligningerne (2.34) - (2.38) kan reduceres til (Dysthe og Pécseli 
(1978)> Yu og Shukla (1977)) 
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e - - e0 
— V n - eV* + V(V*)2 3 o (2.59) 
i»o 2no 
a * 
— n + ^ V • Vi = O (2.60) 
a • T i T i e - e* • 
— Vi + Vn + -V* - -Vi * Bft = O (2.61) 3t * n©M M M x ° 
Idet vi implicit har antaget, at perturbationerne varierer med 
en frekvens <•> « Q e, siledes at elektronerne kan betragtes 
som et masseløst fluidum, der bevager sig langs magnetfeltet, 
B Q og (1/m)v*Vv - (e Q/2n 0)?(v#) 2 (V* erstattes med -E*, hvis 
det drejer sig om højfrekvente elektromagnetiske bølger, se 
også afsnit 4.2). Elimineres t og V^ fås følgende ligning (se 
appendiks B) 
[^ + n J_ 02,2,11 _ c2 0 H |]iL, 
(2.62) 
e^  ( V 2 — +
 fl?v2 , ^ . 9 o 2 
3 t2 * " 2noM 
Vi ser, at den homogene del af (2.62), dvs. venstre side, tilla-
der frie oscillationer, der tilfredsstiller dispersionsrelationen 
°i (w2 - Kf,C|)(1 - ( )2) - K?C 2 (2.63) 
der indeholder to grene «2
 3 U 2 ( K ) . For bølger der udbreder 
sig nasten vinkelret på B 0, dvs. K||/Ki << 1, er de to grene 
henholdsvis ioncyklotron bølger med 
»
2
 « a 2 + C 2K? (2.64) 




 - C2K2( (2.65) 
Da vi her er nest interesseret i ioncyklotron bølgerne, vil vi 
reducere (2.62) ved at betragte en endimensional udbredelse 
langs x-aksen, og negligere de parallelle konposanter. Benyttes 
ligning (2.51) og |k*|>>|3*/3*l# fas følgende approksimative 
ligning efter integration to gange mht. tiden 
»
2
 . 3* n e^k2 i2 
f + ai ' C 2 — H — = -^ - (|*l2 - <l*l2>) (2.66) 
at2 x Sax^ n 0 4Mno 3x2 
hvor vi for komplethedens skyld har medtaget en integrations-
konstant, som ikke er triviel, hvis don »perturberede højfre-
kvente bølge er plan! 
2.10 Lavfrekvente elektrostatiske nedrehybrid bølger 
I modsætning til ioncyklotron bølger har elektronernes inerti 
betydning ved udbredelsen af nedrehybrid bølger, og de er be-
grænset til kun at kunne udbrede sig vinkelret på BQ eller me-
get tæt herpå. Vi vælger at betragte perturbationer med fre-
kvenser w i området ^i « « " ^m/M 0e << Uper således at lig-
ningerne (2.34) - (2.38) kan reduceres til 
— n e + n0V • ve - 0 (2.67) 
3
 •
 Te e - e* • eo 5-
— V e + Vn. - -V* + -V. * BQ + ?(?*)z » 0 (2.68) 3t e nøin e m m B u 2n0m 
— H i + n0V • V i » 0 (2.69) 
3 + YiTi
 e -
— V i + Vnt + -V* - 0 (2.70) 
9t i noM * M 
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n « ne * Sj (2.71) 
Ved en procedure tilsvarende den der blev brugt i afsnit 2.9, 
reduceres disse ligninger til (se appendiks C). 
(2.72) 
a2 
V2(V2 t8^2 )_l(V+)2 
»t2 e M 2noii* 
Den homogene del af (2.72) dvs. den venstre side, bar sos før to 
grene, »2 * <*2(K). Vi er her interesseret i grenen for ned-




 QLH * C M <2'73> 
som fremkommer ved at antage K||/Ki « 1. a2^ * tteai e* nedre-
hybrid frekvensen, ved at gøre samme antagelser som før, får 
vi følgende approksimative ligning gsldende for endimensional 
udbredelse langs x-aksen. 
3 2 , 32 n e k 2 %2 
< — ? + QLH ' C i - 7 > — 'T-Z -=<'•• " <l?l2») (2.74) 3t2 *•» Bax2 n 0 4n0H »»2 
Det skal her bemmrkes, at nedrehybrid frekvensen normalt ses 
givet ved Q 2 H * Wpi/M+Wpe/Qe'' nen som v* ser * gransen «L>e >> 
«er er de to udtryk ens. 
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3. LINEÆRE BØLGERS INDTRÆNGNING OG UDBREDELSE I ET HOMOGENT 
PLASMA 
3.1 Laplace - og Fouriertransformation 
I dette afsnit vil vi eksplicit betragte indtrængningen af en 
elektromagnetisk bølge i et homogent isotropt plasma. Vi vil be-
tragte to situationer, det ene, hvor bølgen tankes exciteret af 
en ekstern strømkilde på randen af plasmaet, og det andet, hvor 
bølgefeltet tankes givet på randen af plasmaet (Jovanovic m.fl. 
(1982)). Da det specielt er udbredelsen af bølgefronten, der er 
af interesse, vil vi antage, at bølgernes udstrækning på tværs 
af udbredelsesretningen er uendelig, og dermed kan vi benytte en 
endimensionel beskrivelse. 
Først tanker vi os en extern strømkilde givet på randen af et 
halvuendeligt plasma (x > 0). Strømkilden beskrives ved en 
strøm I, givet ved 
I(t,x) ' I0«(x)sin(«ot)h(t) , o)0 > U p e (3.1) 
hvor 6{x) er Dirac's deltafunktion, og h(t) Heaviside's step-
funktion defineret ved 
f 0 , t < 0 
h(t) - { (3.2) 
L 1 , t > 0 
Ligning (3.1) beskriver en oscillerende strøm, mec frekvensen 
u)Q og konstant amplitude I0, på randen af plasmaet (x « 0), 
der bliver tandt til tiden t * 0. Vi antager nu, at denne strøm 
vil excitere en elektromagnetisk bølge, samt at excitationen 
og udbredelsen af denne bølge er beskrevet ved den homogene 
del af (2.7), plus et drivled stammende fra strømmen givet ved 
(3.1). Problemet er derfor at finde løsningen til 
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3 3 
V x V x E + — ( E + u^E) = w<y^-I(t,x) (3.3) 
for x,t > 0, givet E(t-0,x) • 0, og I givet ved (3.1). Laplace-
og Fouriertransformation af (3.3) i henholdsvis tid og rum re-
sulterer i, at E(u,k) er givet ved 
iiQc2 -iu>u0 + 
E(",k) = — -r-^-lo (3.4) 
hvor vi har brugt 
+ "i o 
K«/k) • - ? — S lo (3.5) 2 2 
Det kan vises ved benyttelse af residueregning at 
1 r ce"' 
ir J c 2 k 2 + u) 
x
 7T 7 
ikx
 e c Pe 
- ;dk =
 r , , x > 0 (3.6) 
pe - u /upe " u 
Ved at benytte dette ved den inverse Fouriertransformation af 
(3.4) har vi 
E(t,x) = — i . IQ j-. /cf1(a>)f2(U)e-iu,tda> (3.7) 
hvor f^u) er givet ved (3.6), og f2(<») • -iw/(a>2-u)2). Ved 
benyttelse af foldningsreglen ved den inverse Laplacetransforma-
tion, fås endelig 
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E -< 
O , t < — 
C 
u t-5- «r 
° I„ / rJrt(^(C2(t-T)2-X2)1/2)COS<U0TdT , t > — 
(3.8) 
L 2ce0 o c 
hvor J0 er den O'te ordens Besselfunktion af 1. art. 
I det andet tilfalde tanker vi os, at feltet på randen (x = 0) 
er givet på følgende måde: 
E.(t, x=0) * 0 
E v ( t , x=0) = E 0 h ( t ) s i n u o t , w0 > w. pe (3.9) 
E_(t, x-0) = 0 
Problemet er da at løse ligningen givet ved den homogene del af 
(3.3) med randbetingelsen (3.9). Da plasmaet er homogent og iso-
tropt, vil Ex og Ez forblive 0 for alle t, x > 0. Løsningen vil 
derfor beskrive udbredelsen af en i y-retningen lineart polari-
seret elektromagnetisk bølge. Valnshtetn (1976) angiver en me-
toder hvormed løsningen kan findes. Pørst findes plasmaets svar 
g(t,x) (Green's funktionen) på en deltafunktion, 
1 +» 
6(t) - — / ei^td« 
2-n _•> 
givet på randen. I stedet for Laplacetransformation anvendes nu 
Fouriertransformation i tiden (se (2.11) og (2.12)). Funktionen 
g(t,x) er da bestemt af 
1 +" 
g(t,x) » — /
 ei(wt-k( «)x)dw 2* _» (3.10) 
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med randbetingelsen g(t,0) * M t ) , og k(») givet ved dispersions-
relationen (2.8). Bemmrk at (3.10) ikke er andet end en super-
position af såvel dampede (k imaginar) som udampede monokromati-
ske bølger (k reel). Løsningen til (3.10) med » 2 = u ^ + c ^ 2 
er 
«*pe* "^,„2. g - h(t - -)[*(t - i) - , /*
 t n J 1H=Cc 2t 2 - x2,1/2, ] c c
 (c2t2_x2)1/2 c 
(3.11) 
hvor Ji er den 1'te ordens Besselfunktion af 1. art. Ev(t,x) er 
herefter givet ved 
+-
Ey(trx) = / g(t-TfX) Ey(Tf0)dT , t > x 
c 
(3.12) 
Indsættelse af (3.9) og (3.12) giver 
0 , t < — 
c 







J — 5 ^ o 1/ Jl(^-(c 2(t-t) 2-x 2) 1/2 ) s i n a, TdT 
J (c2(t-T)2_x2)1/2 c 
, t > -
c 
Begge løsninger (3.8) og (3.13) indeholder et foldningsinte-
gral, hvilket indebarer, at det kan vare svart at gennemskue, 
hvordan løsningerne egentlig ser ud. Det fremgår dog klart, at 
de begge opfylder kravet om kausalitet, idet begge løsninger er 
identisk lig med 0 for t < x/c, i overensstemmelse med at intet 
signal kan udbrede sig med hastigheder hurtigere end lyshastig-




Resten af dette kapitel vil omhandler hvorledes approksimative, 
men relativt let gennemskuelige, løsninger kan findes til pro-
blemer som det sidste i afsnit 3.1. I dette afsnit skal vi kort 
gennemgå, hvorledes det er muligt v.hj.a. saddelpunktsintegra-
tion at finde asymptotiske løsninger (dvs. for x og t store). 
Netop det sidste problem i afsnit 3.1 er behandlet af bl.a. 
Haskell og Case (1967). Vi vil derfor blot skitsere metoden, og 
give hovedresultaterne. Løsningen kan formelt skrives på formen 
i +™+i*> 
Ev(t > 0,x) - — / CBv(«,0)e_i(ut-,c((,,>x)d<- (3.14) 
hvor Ey((»r0) er den Laplacetransformerede af (3.S}, og k(u) er 
givet ved (2.8). Indfører vi nu følgende betegnelser 
"»o« T et 
T = «0t , n = , c = - = — 
c n x 
(3.15) 
»pe 
P = s - - i — 
uo » wo 
får (3.14) formen 
Ey(T >0,n) * 
(3.16) 
s +i** P 
— / C -i—exp[ns(c - (1 + - r ) V 2 ) ] d s 
2wi sc-i» sz+1 s^ 
hvor sc • ">c/o>0 er valgt således, at alle integrandens singula-
riteter ligger til venstre for integrationsvejen i den komplekse 
s-plan. 
For n stor er det muligt at give en asymptotisk løsning til 
(3.16) (Haskell og Case (1967)). Her vil vi som sagt kun angive 
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de vigtigste resultater. Sålange T-n << np2/2 er det en god 
tilnarmelse at rækkeudvikle argumentet til exp( ) i størrelsen 
P2/s2 (en højfrekvensudvikling), og antage s2+1 - s2. I denne 
granse er løsningen givet ved (for T-n < 0 lukkes integrations-
vejen i højre halvplan, for T-n > 0 i venstre halvplan) 
E V(T > 0,n) = < 
0 , T-n < 0 
(3.17) 
/uJi(/u)h(u) , T - n > 0 
p2n 
hvor u = 2P2n(T-n). 
Løsningen (3.17) er kendt som Sommerfeld's løsning, og benavnes 
ofte som forløberen. For større T bryder denne tilnarmelse sam-
men. I stedet kan integralet for senere tider løses ved saddel-
punktsintegration. Vi bemarker, at integranden i (3.16) har po-
ler for s = ±i, et forgreningssnit mellem ±iP, og saddelpunk-
ter for s = ±iP5/(C2-1)V2. For C * 1 (dvs. T = n) er saddel-
punkterne ±i"f som tiden går, bevager de sig ind langs den ima-
ginære akse, og narmer sig ±iP for store tider. Tidspunktet, 
hvor saddelpunkterne krydser polerne, er givet ved tg * x/Vg, 
med gruppehastigheden Vg - (d<»»/dk)Wo givet ved (2.8). 
Den forudgående (anterior) transiente løsning, dvs. for voksen-
de t2, men hvor saddelpunkterne stadig er langt fra polerne, 
findes ved at deformere integrationsvejen til at gå gennem sad-
delpunkterne ad den vej, hvor integranden aftager mest (line 
of steepest descent). For t * tg ankommer hovedsignalet, og vi 
må supplere saddelpunkternes bidrag med polbidragene. En til-
nærmet løsning er givet ved 
Ey(T/i) • E0B(v)sin[n(c - (1-P2)1/2) + e0(v)] (3.18) 
- 32 -
B(v) = [ ( - + C(v))2 + ( _ + s { v ) ) 2 ] 1 / 2 (3.19) 
/ 2 2 2 
C(v) - S(v) 
e 0 ( v ) = Arctan[ •] (3.20) 
1 + C(v) + S(v) 
(1 - P 2 ) 3 ' 4 
v - ( ~ ) 1 / 2 (C - Ca) (3 .21) 
Ca = — (3.22) 
9
 <1-P2)V2 
hvor v i har indført Fresne l l ' s cosinus og s inus in tegra ler , de-
f ineret ved 
v wu2 
C(v) = / c o s ( — ) d u (3.23) 
V 1 U * 
S(v) = / s i n ( — ) d u (3.24) 
o 
Tilsidst, når saddelpunkterne igen er langt fra polerne, fås 
den efterfølgende (posterior) transiente løsning, som, bortset 
fra en lille oscillerende del stammende fra saddelpunkterne, 
er vel beskrevet ved polbidragene alene (se evt. app. i Yeh og 
Liu (1972), der omhandler saddelpunktsintegration). 
Vi er nu i stand til at resumere hele det transiente forløb. 
Tsnkes feltet givet ved (3.9) på randen x » 0, vil en tilskuer 
placeret på positionen x (x > c/«0) intet bemsrke før t * x/c 
(kausalitet). Derefter vil han se forløberen, indtil t ~ x/Vg 
vil amplituden af dette signal være meget lille, derefter vil 
signalet vokse op i overensstemmelse med (3.18). B(v) og 0o(v) 
er vist i fig. 1. Vi ser, at fasen 60 varierer hurtigst i 
fronten, dvs. den del af signalet med de største frekvenser an-
ankommer først. Dette er i overensstemmelse med dispersionsre-





Fig. 1. (a) B(v) fra ligning (3.18), 
:*S(t,x) fra ligning (3.28) som funktion af 
6//IFA. (b) Pasen ©0(v) fra ligning (3.20). 
påtrykte svingning med netop den halve amplitude. Signalet 
vokser derefter op til fuld amplitude overlejret af en mindre 
oscillerende del, hvis periode vokser langsomt i tiden med 
aftagende amplitude, for til sidst at dø ud, se fig. 1. 
Ned ligning (3.18) er det altså lykkedes os at adskille den 
hurtige fasevariation i tid og rum fra den langsomt varierende 
amplitude, idet sin[n(C-(1-P2)1/2)+eQ(v)] - sin(w0t-kx*e0), af 
hovedsignalet (Dette satter os i stand til at beregne et til-
nærmet udtryk for den ponderomotive kraft, se afsnit (4.2)). 
For v » o (t«x/Vg) har vi 
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» d »v , / 2 (1 - P2>3/4 
—B(v(xrn)) - t — B ) — - - C* / 2 — (3.25) 
»n dv Jn * 2P»»T 
hvilket forudsiger en relativ langsom tidsvariation (~ l//t) 
af frotten for x og t store. Vi kan altså i en første tilnar-
aelse antage, at bølgens indhylningskurve udbreder sig soa 
en stepfunktion æ d gruppehastigheden Vg soa forventet. Beaerk 
at v * (t-K/v_)(x«(d2k/d-2)1. ) " 1 / 2 . 
3.3 Rækkeudvikling af dispersionsrelationen 
I forrige afsnit fandt vi en tilnaraet løsning for bølgefron-





 +c2k2. Da analysen udelukkende var besteat af denne, 
er det klart, at andre bølgetyper, givet ved dispersionrelatio-
ner af saøøe forø, vil opføre sig tilsvarende, hvis blot *&^ 
og c2 erstattes af de aktuelle størrelser. I de tilfalde, hvor 
dispersionsrelationen, for søå k, kan tilnørøes med denne fora, 
aå vi også forvente, at frontens udbredelse er givet ved en 
tilncraelse lig (3.18) - (3.22). I de tilfalde, hvor en sådan 
tilnaraelse bryder saaaen, er det auligt ved hjalp af en række-
udvikling af dispersionsrelationen oakring den påtrykte frekvens 
«t0 at give et tilnaraet udtryk for fronten af hovedsignalet. 
Hvis der eksisterer frekvenser, hvor gruppehastigheden har eks-
treaa, aå der forventes forløbere startende aed disse frekven-
ser (Brillouin (I960)). I denne saaaenhang vil vi koncentrere os 
oa hovedsignalet, og negligere eventuelle forløbere. 
Nar den givne frekvens «0 kan dispersionsrelationen tilnaræs 
aed 
dk 1 ° 2 k
 2 1 d3* 2 
*<•) * M» 0) • — I A- • r—ri A«2 + -| &*2 (3.26) 
d» »0 2 d-2 »0 6 d«3 «0 
hvor A*» 
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Nedtages kun led til og æ d (1/2)(d2k/d»2)Wo, er den koøplekse 
amplitude £(t,x) til den udbredende bølge ø-M"^-*!^)«) til-
»lsesvis givet ved (Baerwald (1930)) 
*o * / d 
-£(t,s) « - — / exp(i(- - T*2,)ai 
/2« _. * 2 
(3.27) 
hvor BQ er begyndelsesaapl ituden, 9 * t-x(dk/d*»)M og t * 
(x(d2k/d«2)„ ) 1 / 2 . Det er interessant at beaørke, at resultatet 
(3.27) er identisk (3.18) - (3.20). 
Hvis (d2k/d«2)w - 0 nedtages den 3. afledede* og resultatet 
bliver (Baerwald (1930)) 
e/A 
-£(t,x)«Eo/ Ai(-T)dx (3.28) 
•ed 6,E0 soa fer , wn ned & * a\/2)%[å3k/dm3) ) 1 / z . Ai(z) er 
Airy funktionen, soa er defineret ved 
1 + - , 
Alf i ) * JJ / exp(i(sz • -s3))ds (3.29) 
Modulus af © i (3.28) er vist i fig. 1. Vi beøørker, se1VOM der 
er forskelle »elle« (3.27) og (3.28), at den generelle opfør-
sel af nodulus ncsten er identisk. Pasen af (3.28) er deriaod 0, 
idet£(t,x) er reel i dette tilfalde. 
3.4. Selvsiøiløre løsninger 
Det beøerkes, at de tilnerøede løsninger givet ved (3.18) -
(3.22), (3.27) og (3.28), alle er på en forø, soø kaldes selv-
similar. I disse løsninger er de uafhangige selvsiøiløre varia-
ble henholdsvis v og 6/A. Den selvsiøiløre løsningsøetode (se 
f.eks. Lonngren (1976)) blev dog ikke eksplicit benyttet ved ud-
ledelsen af disse løsninger. I dette afsnit vil vi anvende den-
ne metode på det følgende endiøensionale og lineøre proble«. 
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Den højfrekvente bølge antages at vare beskrevet ved 
E(t,*) « —^(trs)e-i("0t-k(«i0)x) + c.c. (3.30) 
Por det tilfalde, hvor den koøplekse aøplitude eller indhylning 
-*£ er langsoøt varierende i både tid og ru«, har vi i kapitel 2 
vist, at både Langauir bølger og øvrehybrid bølger kan beskrives 
ved (se ligningerne (2.47) og (2.52), og beaerk tilnaraelserne 
der førte disse) 
hvor V_ « (d«/dki og v' « (d2»/dk2)„ er givet ved den aktu-
el no M wo 
elle dispersionsrelation « * **(k). Ligning (3.31) er dog ret 
generel, idet den egentlig blot er en rakkeudvikling af disper-
sionsrelationen til anden orden. Dette kan anskueliggøres på føl-
gende øåde: Røkkeudvikles dispersionsrelationen «* • »(k) oøkring 
••o " "(*o>» f** 
d2« 
• • "o * S 1 (k"ko> • T—^ <*-*o>2 + ••• <3-32> 
a
* -o d* "o 
Substituerer vi nu (»-*0) øed operatoren i»/'t, og (k-k0) »ed 
operatoren - ia/a», og lader den resulterende operator virke på 
-% (Hasegawa (1976)), får vi netop (3.31). Vi vil nu løse (3.31) 
•ed rand- og begyndelsesbetingelser, der er aktuelle for det i 
afsnit 3.1 sidst beskrevne proble*. 
I overenssteøøelse øed (3.9) skal løsningen til (3.30) opfylde 
følgende betingelser 
"6 (t,x - 0) - EQ 
% (t - 0, x > 0? • 0 (3.33) 
-fe(t,x • •) « 0 
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Det er bekvemt at beskrive udbredelsen i et koordinatsystem, 
der bevager sig »ed hastigheden Vg. Vi indfører derfor 
C * x - Vgt 
(3.34) 
T = t 
I dette system lyder (3.31) 
* K * * i v 9 ^ - ° ,3-35' 
og (3.33) transformerer til 
<% (xrC • - -) - Bo 
"S (T = 0, C > 0) = 0 (3.36) 
£ (T,C • + -) = 0 
Ligning (3.35) tillader en selvsimilar løsning (Lonngren m.fl. 
(1982)). Indføres den uafhængige selvsimilare variabel z ved 
z = — (3.37) 
kan (3.35) transformeres til en 2. ordens ordinar differenti-
al ligning 
d 2 z d 
— i t + — , — — "£ * 0 (3.38) 
dz* iVg/2 dz 
og betingelserne (3.36) transformerer til 
*é (*•-•)« Bo 
(3.39) 
•% (z * • » • - ) « 0 
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Det er her vigtigt at bemærke, at transformationen (3.37) kun 
går godt i dette tilfalde, fordi de to sidste betingelser i 
(3.36) smelter sammen. Integration to gange af (3.38) mht. z 
giver 
'fc(z) - Å l (o-" C<-PT>> + M r - S(-^j:))] (3.40) 
l+i z /Vg i /Vg 
hvor Fresnell integralerne C og S er defineret i henholdsvis 
(3.23) og (3.24). Går vi tilbage til det oprindelige koordinat-
system, er løsningen givet ved 
Eo i x-vgt , x-Vgt 
>£(t,x) - -rrrttT - €(-7=4=)) + i(- - S(-=~))] (3.41) 
1+1
 *• /2Vgt l ^Vgt 
Det ses, at formen af løsningen (3.41) er identisk med løsnin-
gen (3.18) - (3.22) og dermed også løsningen (3.27). Den eneste 
forskel er, at x og t afhængigheden er byttet om. Det kommer af, 
at vi før betragtede situationen som et randværdiproblem (o>0 
var givet), medens vi i dette tilfælde har betragtet situationen 
som et begyndelsesværdiproblem (k0 var givet). 
4. DISKUSSION AF ULINEARITETER I HOMOGENE PLASMAER 
4.1. Genereringen af harmoniske ved udbredelsen af ulineære 
bølger 
Generelt er den simpleste ulineære effekt ved bølgeudbredelse i 
plasma genereringen af harmoniske. Vi vil i en første tilnærmel-
se regne genereringen af 2. harmoniske for den vigtigste, og ne-
gligere højere harmoniske. Betragter vi i et plasma udbredelsen 
af en bølge, givet ved («>0,k0). Plasmaets ulineariteter vil 
give anledning til, at der på det pågældende sted findes, hvad 
der kan kaldes en dreven bølge med (2w0,2k0). Dennes type er 
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ikke nødvendigvis identisk med typen af den fundamentale balge 
("»o'ko)* Hvis der i det pågældende plasaa kan eksistere bøl-
ger af samme type som den drevne beige, samtidigt med at 
(2t»or2k0) opfylder disse bølgers dispersionrelation, vil den 
drevne bølge give anledning til en resonant excitation af disse 
bølger. Hvis (2&>0,2k0) er nar ved at opfylde dispersionsrela-
tionen, vil den drevne bølge også excitere disse bølger. Hvor 
kraftigt disse bølger exciteres afhanger altså af, hvor nar 
(2<»0,2k0) er ved at opfylde dispersionsrelationen. Por de høj-
frekvente bølgetyper, vi betragter, er det imidlertid kun for 
ekstraordinære bølger, at denne drevne bølge kan vare af betyd-
ning i beskrivelsen af det transiente forløb ved udbredelsen, 
hvilket vil fremgå af det følgende. 
Vi betragter først det umagnetiserede tilfalde, hvor vi har 
valgt at undersøge de elektromagnetiske bølger givet ved (2.7), 
og Langmuir bølgerne givet ved (2.42). I et homogent umagnetise-
ret plasma kan elektromagnetiske bølger ikke generere 2. harmo-
niske direkte. Dette kan ses ved at indsatte den lineare løs-
ning til ligningerne (2.1) - (2.6) i de ulineare led på højre 
side af ligning (2.7). Den lineare løsning kan skrives som: n-| * 
0, v\ = -ieEi/m»0 og Bj = -ivxEj/wQ. Dette medfører, at de uli-
neære led reducerer til (e/m)(o) /w£))*V(E1 »E^) • c.c, som ses 
at vare en vektor parallel med %Q. Ned andre ord: den drevne 
bølge (2<»0,2k0) er rent elektrostatisk, og vil af samme grund 
kun være i stand til at excitere elektrostatiske bølger. Umid-
delbart kunne det forventes, at elektrostatiske bølger, givet 
ved (2<o0,k(2<»0)) og (&>(2k0),2k0), ville blive exciteret. Den 
første af disse vil c og vare starkt Landau-dampet, og den anden 
vil, idet 2«0 >> ">(2k0) ~ Wpg, vare meget svagt exciteret. 
For Langmuir bølger kan disse argumenter anvendes igen, så også 
i dette tilfalde er genereringen af harmoniske uden betydning. 
I et homogent, magnetiseret plasma vil vi som nsvnt i indled-
ningen kun betragte bølger, der udbreder sig vinkelret, eller 
næsten vinkelret, på magnetfeltet* Af disse bølgetyper har vi 
valgt at se på de ordinare bølger (2.22), de ekstraordinare 
bølger (2.23) og de elektrostatiske øvrehydrid bølger beskrevet 
ved (2.49). De førnævnte argumenter kan anvendes igen på de or-
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dinatre elektromagnetiske bølger og øvrehydrid bølgerne, således 
at genereringen af harmoniske er uden betydning ved udbredelsen 
af disse. 
For de ekstraordinære bølger er situationen imidlertid en helt 
anden, idet bølgerne både har et elektrostatisk og et elektro-
magnetisk indhold, samt at der eksisterer to dispersionsgrene, 
se fig. 2, betegnet henholdsvis den langsomme og den hurtige 
gren. Bemærk at for store k er bølgerne, beskrevet ved den hur-
tige gren, rent elektromagnetiske, medens bølgerne, beskrevet 
ved den langsomme gren, er rent elektrostatiske (i den varme 
plasmabeskrivelse er fortsatteisen af denne gren netop øvrehy-
brid bølgerne). Diskussionen her er for k lille. Af fig. 2 ses, 
at der er mulighed for en resonant excitation af 2. harmoniske, 
dvs. den drevne bølge (2u0,2k0) netop ligger på den hurtige 
gren. I et homogent plasma er denne proces dog kun mulig for 
netop et valg af u>0. Det er derfor mere relevant at undersøge 
tilfalde, hvor den drevne bølge (2<o0,2k0) er ikke resonant, 
men dog tæt herpå. I kapitel 5 vil vi se nærmere på dette til-
fælde. 
I tilfælde, hvor plasmaets udstrækning er begrænset (som i en 
Q-maskine), kan harmoniske være af betydning for f.eks. de elek-
trostatiske bølger, se Sato m.fl. (1976). Ligeledes er dette og-



















Fig. 2. Dispersionsrelationen for ekstraordinære 
elektromagnetiske bølger i et magnetiseret plasma, 
ligning (2.33) er her vist for w|e * 9»|. n»H og u>L 
er defineret i ligningerne (2.24) og (2.25), medens 
de øvrige symboler er defineret i kapitel 5. 
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4.2. Kobling til lavfrekvente belger via ponderomotive krafter 
Den ulineare proces, hvor en højfrekvent bølge modificerer pias-
mat at heden via ponderomotive krafter (se f.eks. Chen (1974)), er 
ssrdeles vigtig i denne sammenhang. Dette gælder udbredelsen af 
såvel elektromagnetiske som elektrostatiske bølger. Disse kraf-
tet er knyttet til rumlige variationer i indhylningskurven af 
højfrekvente bølger. De ponderomotive krcfter virker både på 
elektroner og ioner, men pga. den store masseforskel negligeres 
virkningen af disse på ionerne. Ionerne påvirkes dog inddirekte, 
idet der sker en ladningsseparation, når de ponderomotive kraf-
ter virker på elektronerne, som giver anledning til et ambipo-
lart elektrisk felt, som så påvirker ionerne. 
En eventuel tathedsperturbation, forårsaget af ponderomotive 
krafter hidrørende fra en højfrekvent bølges front, vil vi her 
antage beskrevet som drevne lavfrekvente bølger, såsom ionakus-
tiske bølger i et umagnetiserst plasma (afsnit 2.8). I et mag-
netiseret plasma er også elektrostatiske ioncyklotron bølger 
(afsnit 2.9) samt elektrostatiske nedrehydrid bølger (afsnit 
2.10) aktuelle. I den matematiske beskrivelse af disse lavfre-
kvente bølgetyper i kapitel 2 har vi derfor medtaget led, der 
beskriver denne ulineare proces. For at vare mere pracis er de 
ponderomotive krxfter medtaget via leddet $•?? i ligning (2.35), 
medens det ambipolare felt er beskrevet ved potentialet • i lig-
ningerne (2.35) og (2.37). Betragtes eksplicit en højfrekvent 
bølge med frekvensen «0» kan de ponderomotive krafter approk-
simeres ved(Hanheimer og Ott (1974)) 
7 • Eo wpe ~ ~ 
F = - n0m v • ?v - - j- -f~ 7(E • E) (4.1) 
"o 
hvor E er det totale højfrekvente elektriske felt. For at (4.1) 
også er gyldig for magnetiserede plasmaer, må vi dog krave o0 • 
wpe >> ne# Se evt# Karpman og Shagalov (1982), der giver det 
fulde udtryk for de ponderomotive krafter i et koldt magnetise-
ret plasma. I det tilfalde, hvor E kan udtrykkes på formen som i 
ligning (2.46), kan ligning (4.1) i det endimensionale tilfalde 
2 2 




F(t,x) = - -°i—l4(tfx)|2 (4.2) 
4 3x 
Betragter vi specielt elektrostatiske højfrekvente bølger kan E 
erstattes af -v$ i (4.1), således 
eo ~ 
F = V(7t)2
 ( 4.3, 
2 
Indsætter vi i (4.3) • , givet på formen (2.51), får vi for det 
endimensionale tilfælde 
£0k2 3 
F(t,x) = - x—(I*|2 - <|*|2>) (4.4) 
4 3x 
hvor k = k(u0) er givet ved den aktuelle dispersionsrelation. 
Her har vi medtaget integrationskonstanten <l*l2>, som er en 
påmindelse om, at en uendelig plan bølge ikke giver anledning 
til nogen ponderomotiv kraft. <|f|2> er altså ikke andet end 
en rumlig middelværdi af I 4>| 2. 
Vi betragter nu udbredelsen af en højfrekvent bølge. I kapitel 3 
fandt vi, at bølgefronten ændrer sig langsomt i et reference-
system, der bevsger sig med gruppehastigheden Va, sådan at vi i 
en første tilnærmelse kan antage, at F * F(x-Vgt). Det drivende 
led i de lavfrekvente ligninger for tæthedsvariationen vil da 
have en lignende x-Vgt afhængighed. Væsentlige tæthedsperturba-
tioner forekommer da i de tilfælde, hvor V„ er lig fasehastig-
heden af en mulig lavfrekvent bølgetype, altså en resonant vek-
selvirkning. Hvis ionakustiske var den eneste mulige lavfrekven-
te bølgetype, ville denne effekt for de højfrekvente elektromag-
netisk« bølger, vi har valgt at betragte (se afsnittene 2.3 og 
2.4), være negligibel. Betragtes et umagnetiseret plasma, måtte 
vi da kræve Vg * Cs (" /T e/M). Bruges ligning (2.8), får vi 
c2k 




Derfor vil kravet Vg = C s betyde at (^/^Q)2 S 1-Te/Mc2. 
Tager vi f.eks. et plasma med enkeltladede argon ioner, og hvor 
Te - 10 eV, svarer dette til (upe/u0)2 " 1 ~ 1 0~ 1 0' H v i s v i n u 
tillader en lille variation 6n af plasmatætheden, ses det let, 
at Sn/nQ > 10" medfører at «0 < a , hvilket vil sige, at 
bølgen overhovedet ikke kan udbrede sig. Til sammenligning kan 
vi betragte de termiske fluktuationer, der svarer til denne 
elektrontemperatur. Den spektrale tæthed Su(k') for relative 
fluktuationer i elektrontætheden er (se f.eks. Yeh og Liu 
(1972)) 
»T.lk'l2 , 
^(k«) w<k'*De> <4-6> 
mt^+rTelk'l2/«) 
for k' lille. Hel ^ - 0.2 mm for nQ = 1010 cm"3 har vi 
/SN(k') > 10~10 for k' > 2*10~2 m""1, svarende til bølgelængder 
X < 3*102 m. Dette indikerer, at denne standardbehandling af 
ulinear bølgevekselvirkning (Kaw og Nishikawa (1975); Baumgartel 
og Zchakaja (1977)), som vi benytter, ikke er anvendelig for 
dette tilfælde. De samme argumenter vil også være aktuelle for 
de ordinære og ekstraordinære bølger i et magnetiseret plasma. 
For de højfrekvente elektrostatiske bølger, Langmuir bølger og 
øvrehybrid bølger, er det dog realistisk at betragte Vg < Cs, 
så derfor har vi medtaget de ionakustiske bølger som en mulig 
lavfrekvent bølgetype. 
I denne sammenhæng er det mest interessante dog at betragte ud-
bredelsen af højfrekvente bølger i et magnetiseret plasma, hvor 
der eksisterer lavfrekvente bølgetyper med arbitrære høje fase-
hastigheder. Vi vil her fremhæve elektrostatiske ioncyklotron 
bølger og elektrostatiske nedrehydrid bølger som to muligheder. 
Det er kun udbredelse af bølger vinkelret på magnetfeltet, vi 
vil betragte her, dvs. specielt udbredelsen af ordinære- og 
ekstraordinære bølger (afsnit 2,4) samt øvrehybrid bølger (af-
snit 2.7). Det gælder for disse, at bølgefronten vil kunne kob-
le resonant med enten ioncyklotron bølger eller nedrehybrid 
bølger via de ponderomotive kræfter, og dermed give anledning 
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til en væsentlig tsthedsperturbation. Det rumlige Fourier spek-
trum af bølgefronten indeholder et bredt spektrum af bølgetal. 
Den lavfrekvente bølge med bølgetallet, som svarer til resonant 
excitation, vil blive exciteret mest. Hvis ovenikøbet bølgetals-
spektret har et maximum omkring dette bølgetal, vil excitatio-
nen være ssrlig stærk. Det resonante bølgetal er bestemt af skæ-
ringen mellem u/k = V og w2 = fl2+C2k2, hvor Q enten er Gj 
for ioncyklotron bølger eller nLH for nedrehybrid bølger. Da 
nLH >> ®i* vil excitationen af disse kunne betragtes hver for 
sig. 
I kapitel 6 vil vi i en simpel endimensional model af de her be-
skrevne effekter forsøge at beregne tæthedsperturbationerne ana-
lytisk. 
4.3. Tathedsperturbationernes indvirkning på udbredelsen af 
højfrekvente bølger 
I det foregående afsnit argumenterede vi for, hvorledes bølger 
i visse tilfælde kunne perturbere plasmaet. Hvis den højfre-
kvente bølges udbredelse er afhængig af plasmatætheden, vil en 
en eventuel tæthedsændring betyde en modifikation af bølgen. 
I mange tilfælde er det endda sådan, at den dominerende ulinea-
ritet (se f.eks. Kaw og Nishikawa (1975); Baumgartel og Zchakaja 
(1977); Dysthe og Pécseli (1977)) kommer fra den langsomme loka-
le ændring i plasmatætheden, hvor ændringen skyldes de føromtal-
te ponderomotive kræfter. Specielt i vores tilfælde, hvor der 
typisk er tale om et randværdiproblem, dvs. vi har foreskevet 
frekvensen af den højfrekvente bølge på randen af plasmaet, kan 
ændringen af tætheden give anledning til et ulineart bølgetals-
skift (Pécseli (1981)). Som vi skal se i kapitel 7, kan denne 
vekselvirkning mellem den højfrekvente bølge og tæthedsændrin-
gerne, beskrevet som lavfrekvente bølger, give anledning til an 
instabilitet kaldet modulationsinstabiliteten (se f.eks. 
Kadomtsev og Karpman (1971); Thornhill og ter Haar (1978)). I 
den matematiske beskrivelse af udbredelsen kan vi tage højde 
for denne tilbagekobling ved at erstatte u>2 med wpe(1+n/n0), 
som vist i afsnittene om de højfrekvente bølger i kapitel 2, 
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idet kvadratet af plasmafrekvensen wpe jo netop er et udtryk 
for tstheden. I den simple endimensionale model som vi benytter, 
er det muligt at finde, hvad der kan kaldes en "ulinear" disper-
sionsrelation, der beskriver denne vekselvirkning. Som eksempel 
vil vi benytte ligningerne (2.52) og (2.62), der beskriver kob-
lingen mellem henholdsvis elektrostatiske øvrehybrid bølger og 
elektrostatiske ioncyklotron bølger. Lader vi • = ae*9, hvor 
nu både a og 6 er reelle, transformerer disse ligninger til 
aa da i • >3a ae 
— + v „ — + - vfla + vfl = 0 (4.7) 
at g3x 2 9
 3 2 9ax 3X 
de ae 1 i3 a i • ae , upe " 
a2 a2 n e k 2 a2 
{—0 + »? - C g - - ) - = fa2 - <a2>) (4.9) 
3t2 3x2 n Q 4Mn0 ax2 
Vi betragter nu en perturbation af en plan bølge, dvs. 
a = a0 + a1e-
i<JJt-Kx) 
e = e-|e-i<nt-Kx) (4.10) 
Nle-i("t-Kx) n 
"o 
Ved indsættelse af (4.10) i ligningerne (4.7) - (4.9), og ved 
kun at medtage led til 1. orden i de perturberede størrelser, 
fis 
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Ved at kræve at deterninanten skal være lig nul, fås den søgte 
dispersionsrelation 
.2*2 K4 . 2,
 = (_ Q* + Q£ + C|K^)((fl _ Ky_)* V *) = 
w E k 
2 4noM V o 
(4.12) 
Betragter vi i stedet vekselvirkningen ned ionakustiske belger 
eller elektrostatiske nedrehybrid bølger, skal &± blot f jer-
2 
nes, henholdsvis erstattes af Q£H* 
I kapitel 7 vil vi løse ligningerne (2.52) og (2.62) numerisk, 
og der gøre brug af den fundne dispersionsrelation (4.12) ved 
fortolkningen af resultaterne. 
5. 2.HARMONISKE I FORBINDELSE MED UDBREDELSEN AF EKSTRAORDINÆRE 
BØLGER 
5.1. Analytisk beskrivelse 
Som nævnt i afsnit 4.1 er det en vigtig egenskab ved de ekstra-
ordinære bølger, at for en velvalgt frekvens er resonant excita-
tion af 2.harmoniske mulig. For bølgeudbredelse i inhomogene 
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plasmaer er denne egenskab af sårlig betydning, se f.eks. 
Tewari og Tripathi (1980). Her vil vi se narmere på, hvad der 
kan forventes i det mere generelle tilfalde, hvor (2«*0r2k0) er 
resonant. Dette er muligt, når den fundamentale bølge (*V},)io) 
ligger på den langsomme gren, se fig. 2 (bemmrk at beskrivelsen 
af svagt ulineare bølger ved en ulinear Schrodinger ligning 
bryder sammen, når de harmoniske er resonante eller tat herpå). 
I beskrivelsen af den harmoniske generering vil vi benytte den 
lineare løsning til ligningerne (2.1) - (2.6). Dvs. vi antager, 
- » • - » • - » • 
at den fuldstandige løsning kan skrives som E * Bi +B2 ••••» 
- * •*• 
hvor Ej er den lineare løsning, og B2 er løsningen drevet af 
-•• • • 
kvadratiske ulineariteter osv. (n, v og B opdeles tilsvarende). 
I denne analyse vil vi negligere kubiske og højere ordens uli-
neariteter. Ligningen for B2 kan formelt skrives, se (2.17) 
IID(-,k)|| • B2(-,k) « -i^-jML(-,k) (5.1) 
c2co 
hvor den lineare løsning benyttes til bestemmelse af den uline-
are strøm JUL- Denne har formen, se (2.16) 
2 +** +" 
* *
 C C 0 ri" » e * * • ilnr.kirl * 
JHL(-rk) - T — h r / / — n1(t,r)v1(t,r)e1("t-IC r'dtdr 
1
 c* o — c0 
(5.2) 
2 • • • • • • • • 
( H i l l - l U I I ) . / / I
 V 1 ( t f r ) * B ! ( t , r ) 
^ e ° 
-±v1(t,r) -V v,(t,r) } ei<"t^'?>dtdr] 
Denne ulineare strøm er formelt genereret af de "virtuelle exci-
tere" indført af f.eks. Sato, Mark og Popa (1976). Begyndelses-
og/eller randbetingelser for (5.1) vil optråde på tilsvarende 
måde, som det drivende led JNL* Disse betingelser vil give an-
ledning til en overlejring af systemets egenbølger på løsnin-
gen, vi giver her, se naste afsnit. I stedet for at finde den 
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eksakte løsning til (5.1) i det endimensionale tilfalde (k * 
kx og Bu * BU,i) beskrevet i kapitel 3« skal vi her blot aedtage 
polbidragene, som vi i kapitel 3 så gav en tilfredsstillende 
beskrivelse af hovedsignalet. Bruges den lineare låsning 
Ei(«.k) = G(«,k)/((«-«o)D(«,k)), hvor D(«»rk) - det IID(«,k)||, 
og 6 afhanger af randbetingelser* kan vi reducere (5.2) til 
JNL(«,k) * — / / dxdt / / dk|d«i / / dk2d«2 




hvor vektoren • er besteat ved den lineare løsning. Vi antager, 
at den fundamentale bølge, dvs. Ej, er påtrykt i x * 0 til t = 
0, og betragter kun bølger, der udbreder sig i den positive x-
retning. Ved at antage at denne bølge udbreder sig so« en trin-
funktion aed gruppehastigheden Vg besteat af «0 og ko, dvs. 
Et(t,x) * E1(«0,k0)e"i<"ot-kox,h(t - — ) (5.4) 
v9 
kan vi beregne et tilnernet udtryk for JftL' hvor kun polbidrag 
er nedtaget. (I dette tilfalde benytter vi også Laplacetrans-
fornation i den rumlige variabel) 
• e »(»»k,«*!« »0'k1 * *o'"2"*b»k2*ko> 





 e-i(k-2k0)x s ei^-^o^dtdx 
Beinark 32D/3k2 og højere afledede er blevet negligeret. 
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> 
Udregnes integralerne fås 
e • 




1 dk *" 
vg d« aD 





»D 9D »D 
(—> (-2«0)[(k-2k0)(--) +(.-2«0)(—) ] 
*k »©»»o »k ^ >,ko 3«t "bpko 
Det ses, at udtrykket i den kantede parantes ikke er andet end 
dispersionsrelationen forskudt til punktet (2«0,2k0). Betegnes 
denne D2, og den oprindelige herefter Dj, har vi 
D2(-rk) J D^—«0,k-k0) (5.9) 
Det elektriske felt drevet af JNL kan nu beregnes af 
! ||D||«dj.^.-i(iit-kx) 
E2(t,x) » T / / d-dk (5.10) 
(2*)* Hi c« («-2»0)D2(«,k)D1(»,k) 
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hvor tensoren 11011*^3 er den kompleks adjungerede til ||D|| i 
ligning (5.1), se også (2.15). Vektoren Y er givet ved, se 
Cadei og Jovanovic (1981) 
3D i«_
 e Y -
 IS * W * . * , 5^»n«vi.*.»»ic«v,.»b) 
»k **o»*o 
+ i-7(MI|l-!|c||)-{v1(«0,k0)xB1(«0,k0) (5.11) 
- ^v^-o.koWkoDv^-^ko)}] 
e 
hvor ni, vj og B1 beregnes ved hjalp af (5.4). 
Ved først at udføre k-integrationen i (5.10), og kun beholde 
polbidragene fra nulpunkterne af Dj og D2, samt indføre P » 
HDIiadj.y,






^T )k2(-) D , ( -' k 2 (" ) , ("" 2" b > 
(5.12) 
! P(-,k1(-))e-i<-t-k1C">») 
• 4- / ' — d» 
K ,„%D2("»kl(»))("-2»0) 
hvor kj og k2 er defineret ved henholdsvis Di(u,ki) » 0 og 
D2(wfk2) * 0. Integration mht. H vil herefter give 4 led, stam-
mende fra polerne, givet ved » * 2«0, D1(w,k2<(*)) - 0 og 
D2(w,ki(»)) « 0. Resultatet kan beskrives således: 
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i ) Polbidraget fra « = 2&>0 i det 1. in tegra le i (5.12) g iver 
den drevne bølge (2« 0 , 2k 0 ) 
F ( 2 a > o r 2 k 0 ) e - i 2 < V - k o x > d k 
E f ( t
'
x ) =
 551 ^ " " W v ^ (5-13) 
D l ( 2 W o , 2 k 0 ) ( ^ 2 u ^ 2 k o 
som ses at udbrede sig med samme gruppehastighed som den 
fundamentale bølge. Bemærk at k2(2u>o) = 2kQ i overens-
stemmelse med definitionen af D2. 
ii) Polbidraget fra <•> = 2u0 i det andet integrale giver egen-
bølgen (2w0,ki(2u0)), dvs. en bølge på den hurtige ek-
straord inare gren. 
EeU,x) = 
(5.14) 
P(2«ofk1(2»0))e-i(2uot-kl(2uo)x> d k 
.. h(t-x(~)„ » 
3DT «» 2wo'k1<2u,o) 
D2(2»orJci(2»0))t-r—)0 
3k 2<*0,k1(2«0) 
hvor indhylningen ses at udbrede sig med gruppehastigheden 
V g e * (d«/dk)2»0rk1(2u0)-
iii) Bndelig bemarker vir at polerne, givet ved Di(w,k2(«) * 0 
og D2(u,kl(<•>)) - 0, er identiske, og svarer til skaringen 
("x'kx) »ellem den hurtige og den forskudte langsomme 






3Di 3D2 dki dk2 
(-—) (—) («-x-2«0)[(-~) - ( ) ] 
3k wx,kx 3k uxrkx d« ^»kx d« WJ^KJC 
dk2 dkj 
[h(t-x(-—) . ) - h(t-x(3—) )] 
dH «-x,kx du, Ujt,kx 
Denne bølge har form som en puls, hvis forende bevsger sig med 
hastigheden 1/(dk2/dw)o»x,kx « (d«/dk)2u»0 k(2«0) og hvis bag-
ende bevsger sig med hastigheden 1/(dki/du)w k • (du/dk)w u . 
Bemærk endvidere, at der ikke vil optræde singulariteter i løs-
ningen (5.15): hvis «x = 2w0, er der tale om en resonant 
excitation af de harmoniske, hvilket ikke er inkluderet i ana-
lysen; hvis (dki/d«)u ^ = (dk2/du>)u K svarende til at de 
Xf X X f X 
to dispersionsgrene er parallelle, eksisterer løsningen ikke. 
Bemærk, at for en given fasehastigded u/k er gruppehastigheden 
af den hurtige ekstraordinære bølge altid større end den af den 
tilsvarende langsomme bølge. Det betyder, hvad vi allerede har 
antydet under iii), at (dk/do)u v i (5.13) er større end 
(dk/d<»)2(i> k-i (2«a ) * (5.14). En rækkeudvikling af (5.13) og 
(5.14) i det tilfælde, hvor (2<»0,2k0) er tæt på resonans, viser, 
at amplituderne af disse bølger er næsten identiske. Den tredje 
bølge (5.15) vil have en amplitude af samme størrelsesorden, 
idet differencen mellem gruppehastighederne kræves stor for at 
opfylde antagelserne, der er benyttet ved udledelsen. Ned andre 
ord denne beskrivelse er kun anvendelig, hvis bølgefronterne 
rumligt er langt fra hinanden. I fig. 3 er udbredelsen af de tre 
bølger skitseret. 
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Pig_i_3. Skematisk tegning er af de tre ulineært genererede 
harmoniske bølger. Øverst er vist den drevne bølge (2w 0,2k 0), 
i midten egenbølgen (2w0,k(2w0)) og nederst "skærings-
bølgen" (^x'^x)' 
Endelig understreges det, at vi kun har betragtet bølger, som 
kan/vil blive exciteret til relativt store amplituder, derfor 
er f.eks. den bagians løbende bølge (w0,-k{2o>0)) ikke behand-
let (se også appendiks D ) . Bølgen («(2k0),2k0) optrådte heller 
ikke i denne analyse. Betingelserne for dennes tilstedeværelse 
vil blive behandlet i næste afsnit og appendiks D. 
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5.2 Diskussion af den analytiske løsning 
I forrige afsnit betragtede vi udbredelsen af en langsom ekstra-
ordinær bølge (<»0,k0) og fandt den gav anledning til den drevne 
bølge (2<»0,2k0), som drev egenbølgen (2«>0,k(2u0)) 0g en "skæ-
ringsbølge" ("x'^x)* D a egenbølgen generelt har en større grup-
pehastighed end den fundamentale bølges gruppehastighed, vil 
den optråde som en ulinear forløber. "Skæringsbølgen" eksiste-
rer kun som forløber, se fig. 3. Når amplituderne af disse tre 
bølger er sammenlignelige (dette er muligt, når (2m0,2k0) ikke 
er for langt fra at opfylde dispersionsrelationen for den hur-
tige ekstraordinære bølge), vil interferensen mellem disse bøl-
ger være vigtig. Det er dog vigtigt at notere sig- at disse 
bølger kun optræder to og to på et givet sted til et givet 
tidspunkt. For eksempel bag fronten af den fundamentale bølge 
vil interferensen mellem bølgerne (2u>0,2k0) og (2u>0,k(2&>0)) 
- * • 
give E2 en stationær mdhylning. For fuldstændighedens skyld 
skal det nævnes, at de ponderomotive kræfter, der er forbundet 
med interferensen mellem de harmoniske, vil naturligvis også 
perturbere plasmatætheden. Men vi har i dette arbejde ignoreret 
denne perturbation, da den er meget mindre end den, der er for-
bundet med udbredelsen af den fundamentale bølge. 
Ved udledningen af de harmoniske i forrige afsnit, antog vi, at 
fronterne af bølgerne var givet ved stepfunktioner. Medens egen-
bølgen (2u>0,k( 2u>0)) antagelig er ufølsom overfor denne anta-
gelse (Sato m.fl. (1976)), forventer vi at en mere realistisk 
beskrivelse af bølgefronterne vil have indflydelse på "skærings-
bølgen". Analysen viste også randenes betydning i plasmaet ved 
genereringen af harmoniske. Betragt f.eks. en plan bølge (w,k) 
af uendelig udstrækning i et system, hvor der ikke findes spe-
cielle punkter (excitere, bølgefronter osv.). Ved at skifte fra 
et koordinatsystem til et som bevæger sig med hastigheden W, vil 
bølgen i dette koordinatsystem være beskrevet ved (u+kW,k). Be-
tragt dernæst genereringen af harmoniske. Ved at betragte hvert 
tidspunkt som et nyt begyndelsesværdiproblem (se forrige afsnit 
og appendiks D), vil egenbølgen givet ved (u(2k)+2kW,2k) blive 
genereret, og denne transformerer rigtigt med W, dvs. den er 
uafhængig af koordinatsystemet. Ved i stedet at betragte hvert 
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punkt i rummet som "virtuelle excitere" (Sato m.fl. (1976)) 
finder vi egenbølgen (2u+2kW,k(2u+2kW)). Skifter vi tilbage til 
det oprindelige koordinatsystem, ses det, at vi får det uaccep-
table resultat, at løsningen afhanger af W. Vi konkluderer der-
for, at denne egenbølge ikke vil blive exciteret i dette tilfal-
de. Kun ved tilstedeværelsen af rande i plasmaet (i vores tilfal-
de x = 0 og de udbredende bølgefronter) findes der foretrukne 
referencesystemer, der definerer excitationen af harmoniska. 
Artiklen af Sato m.fl. (1976) omhandler et lignende tilfalde. 
De betragter et plasma, hvori der er anbragt en exciter, som 
producerer den fundamentale bølge (<o,k), og hvor plasmaets uli-
neariteter giver anledning til den drevne bølge (2u,2k). Et na-
turligt valg af randbetingelser i denne situation er kravet om, 
at amplituden af oscillationer med frekvensen 2w er forsvinden-
de ved exciteren. Egenbølgen (2w,k(2w))'s rolle er helt at mod-
svare den drevne bølge (2u,2k) på dette sted. I vores tilfalde 
skulle der i ligning (5.1) vare medtaget randværdiled for at 
opfylde en sådan randbetingelse eksakt. Ved et andet valg af 
randbetingelse er det tilsvarende klart, at det er muligt helt 
at udslukke bølgen (2w,k(2u>)). "Skaringsbølgen", vi fandt i for-
rige afsnit, kan fortolkes som det signal, der udslukker den 
drevne beige (2u,2k) i x • 0, mens der "skrues op" for den fun-
damentale bølge, dvs. mens den afviger fra en ren harmonisk os-
cillation. Når den fundamentale bølge har fået sin fulde am-
plitude, har denne sarlige egenbølge udspillet sin rolle, og 
forlader randen x - 0 som en bølgepakke af endelig udstrakning. 
Ved hjalp af disse argumenter er det let at forklare kvalitativt 
"skaringsbølgens" udbredelse for mere realistiske betingelser, 
end de ved ligning (3.9) givne. I begyndelsesvardiproblemet vi 
diskuterede før, bliver egenbølgen (u(2k),2k)) altså exciteret 
for at udslukke den drevne bølge (2u>,2k) til t » 0. Ligeledes 
er det nu let at forklare tilstedeværelsen af de forskellige 
harmoniske i et blandet begyndelses- og randvardiproblem, som 
det i appendiks D. 
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6. DREVNE LAVFREKVENTE ELEKTROSTATISKE BØLGER 
6.1. Generel løsning til de inhomogene lavfrekvente bølge-
ligninger 
I afsnit 4.2 argumenterede vi for at de ponderomotive krafter, 
der er forbundet med fronten af en indtrængende højfrekvent 
bølge, vil perturbere plasmatatheden, og at denne perturbation 
kunne beskrives enten som drevne ionakustiske-, ioncyklotron-
eller nedrehybrid bølger. Endvidere argumenterede vi for hvilke 
af disse, der er aktuelle for de forskellige højfrekvente bøl-
getyper, vi eksplicit har valgt at analysere udbredelsen af. I 
en analytisk beskrivelse af denne proces vil vi simplificere 
problemet ved at benytte en endimensional beskrivelse. Lader vi 
F(t,x) betegne de ponderomotive krsfter (se afsnit 4.2), kan 
excitationen af de 3 førnavnte lavfrekvente bølgetyper (se af-
snittene 2.9, 2.10 og 2.11) beskrives ved følgende inhomogene 
ligning 
3 2 n n 3 2 n 1 3 
_ + «2
 C 2 _ fc p ( 6 . 1 } 
3 t 2 n0 n 0 3x2 nQ nQM 3x 
hvor 
for ionakustiske bølger 
for ioncyklotron bølger (6.2) 
for nedrehybrid bølger 
Vi vil nu betragte situationen, hvor en højfrekvent bølge til 
t = 0 tranger ind i et uperturberet (n/n0 * 0), halvuendeligt 
(x > 0) plasma. Det er muligt, under disse betingelser at give 
en generel analytisk løsning til (6.1) v.hj.a. Green's funk-






( • O2 - C 2 —-)G(t,x) - «(x)«(t) 
at2 s ax2 
(6.3) 
Ligning (6.3) kan løses ved at benytte Pouriertransfornation i x 
og Laplacetransfornation i t . Resultatet er 
G(t,x) * < 
1 Ix| 
h(t ) , 0 * 0 
2Cg Cg 
1 Q | x I 
JQ(—(C2t2-x2)1/2)h(t ) , 0 * 0 
2CS Cs C s 
(6.4) 
Det ses her, at tilfaldet Q =0 også er inkluderet i det andet 
udtryk for G. Her vil vi dog, for at understrege forskellen 
•ellen de dispersive bølger ( M 0) og de ikke-dispersive ion-
akustiske bølger (0 « 0), behandle de to tilfalde separat. 





I J FCt'tsMdx'dt*, 
5rtoM J J 3x« 
(6.5) 
t > 0 x > 0 
2CjrtoM 
o x-Cs(t-t») 
og i t i l f a l d e t 0 * 0 
n 
"o (6.6) 
t x + C 8 ( t - f ) 
= / / 
J 0 ( — ( C 2 ( t - t ' ) 2 - ( x - x ' ) 2 ) 1 / 2 ) 
ZC^tlgfH J 4 Cg 
o x - C 8 ( t - f ) 
3x' 
PU' jX'Jdx 'd t 1 , t > 0 x > 0 
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En sammenligning af (6.5) og (6.6) viser, at der er en markant 
forskel på tathedssvaret alt afhangig af, om der exciteres dis-
persive eller ikke-dispersive lavfrekvente bølger. 1 det dis-
persive tilfælde forventes det pga. Besselfunktionen J0, at 
svaret har en oscillerende karakter. Svaret i det ikke-disper-
sive tilfalde forventes at vare nart knyttet til formen af det 
ponderomotive potentiale *, F • - 3V3*. Vi vil se narmere på 
dette i det følgende afsnit. 
6.2. Indflydelsen af den højfrekvente bølgefronts form og ha-
stighed på tathedssvaret 
Fasen af svaret fra en oscillator er afhangig af, om oscillato-
ren drives over (svaret i modfase) eller under (svaret i fa?e) 
dennes resonansfrekvens. I analogi med dette må tathedssvaret 
afhange af, om bølgefronten bevager sig med en gruppehastighed 
Vg, der er større end eller mindre end lydhastigheden Cs. I det 
specielle tilfalde, hvor Vg netop er lig Cs, er der tale om en 
resonant excitation, og en eventuel tathedsperturbation forventes 
at vokse lineart med tiden (se f.eks. (6.10)). Vi vil dog kon-
centrere os om det mere generelle tilfalde, hvor Vg * Cs. Afhæn-
gigheden af Vg kan i en første tilnærmelse undersøges ved at ne-
gligere tidsvariationen af bølgefronten i et referencesystem, 
der bevager sig med hastigheden Vg (Dysthe m.fl. (1978)). Denne 
antagelse medfører, at det ponderomotive potentiale ?, der er 
forbundet meet bølgefronten, kan skrives på formen 
f(t,x) = *(x-Vgt) (6.7) 
Først vil vi undersøge det tilfalde, hvor tathedsperturbationer-
ne er beskrevet som drevne ionakustiske bølger. For i første om-
gang at undgå randeffekter betragter vi problemet, hvor den høj-
frekvente bølge tankes at starte i x - 0 til t = 0 i et uende-
ligt plasma. Antages det, at bølgen udbreder sig i den positive 
x-retning, vil en deraf følgende tathedsperturbation også vare 
givet ved (6.5). 
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indsattes (6.7) i (6.5) får vi 
(6.8) 
2C 
t x+C s(t-f) 1
 r r 32 
I I -»(x'-VgtMdx'dt', t > 0 
cnrtM J J 3x'2 o x-C s(t-f) 
Benyttes koordinattransformationen 
t' 
8- = x' + 
p« = X' - Vgt' 





1 r t 3 
— [ *(X-Cgt) nQM 2CS 3x 
_ * ( x - C s t ) + — ¥ { x + C s t ) ] 
4C| 4C| 
Vg - Cs , 
n^ M Vå-Ci 2Cs(Va-Cs) 2Cc(Va+Cs) 
'g vs 'S* "g *-s sl»gT>-S' 
t > 0 
(6.10) 
1 . »(x-Vgt) *(x-Cst) *(x+Cst) 
[ =—= + J , 
, Vg * Cg , t > 0 
Da funktionen * har en endelig udstrækning (se afsnit 4.2), ses 
løsningen at bestå af 3 bidrag, der bevager sig vak fra x - 0 
med hver sin hastighed. Det første led beskriver en perturbati-
on, der flytter sig med hastigheden Vg og følger derfor med-
bølgefronten. Dette svar er som forventet i modfase for Vg < C s 
og i medfase for Vg > C 8 (operatoren 32/3x2 giver en fasedrej-
ning på 180°). De to andre pulser bevager sig henholdsvis med 
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hastigheden C s og - C s. Disse beskriver, hvorledes plasmaet 
kompenserer for et eventuelt overskud/underskud af tathed skabt 
af bølgefronten, således at 
+• ~ 
/ JLdx > o . 
_• no 
Disse to bidrag kaldes normalt fri ionlyd. Matematisk set be-
skriver de blot den homogene løsning til (6.1), der er nødvendig 
for at opfylde begyndelsesbetingelserne til t * 0. Det er iøv-
rigt vigtigt at lagge mørke til, at pulserne vil vare helt ad-
skilt rumligt for store t, afhangig af hvor stor forskellen er 
mellem Vg og Cs. Por fuldstandighedens skyld er løsningen for 
Vg = Cs medtaget i (6.10). Vender vi nu tilbage til situationen, 
beskrevet i afsnit 6.1, forventer vi et lignende resultat under 
antagelsen • * *(x-Vgt). Indførelsen af randen af det halvuen-
delige plasma vil dog bevirke, at den homogene del af løsningen 
må modificeres tilsvarende. Por store t og Vg > C s vil vi alt-
så forvente at se en tathedsperturbation, givet ved det første 
led i (6.10), der følger med bølgefronten efterfulgt af, men 
langt bagude, fri ionlyd. I tilfaldet Vg < C s vil vi forvente at 
opleve en forløber «*(x-Cst) og derefter tathedsperturbationen, 
der følger aed bølgefronten, vi tillader nu, at bølgefronten 
langsomt andrer form under udbredelsen. Det vil sige • = 
T(x-Vgtrct), hvor c er en lille parameter, der karakteriserer 
den langsomme tidsvariation i referencesystemet, der bevager 
sig med hastigheden Vg. Da forventer vi i overensstemmelse med 
løsningen (6.10), at tathedsperturbationen, der følger *ei bøl-
gefronten, andrer form, og at andringen ledsages af en udstrå-
ling af ionlyd (betragt hvert tidspunkt som et nyt begyndelses-
værd iproblem) . 
Vi betragter nu tilfaldet, hvor tathedsperturbationerne antages 
beskrevet ved enten ioncyklotron bølger eller nedrehybrid bøl-
ger. Det vil i princippet vare muligt at gennemføre en tilsva-
rende analyse for disse dispersive bølger ved at benytte løs-
ningen (6.6) i stedet for (6.5). Det er dog vigtigt at gøre 
sig klart, hvad det betyder for tathedssvaret, at det er be-
skrevet ved dispersive bølger. I modsatning til før, hvor den 
- 62 -
frie ionlyd (den hoaogene løsning til (6.1) æ d Q « 0) var 
tvunget til at bevage sig æ d hastigheden Cs, er alle gruppe-
hastigheder øindre end C s nu tilladte for perturbationer, der 
er beskrevet ved den hoaogene løsning til (6.1) med fl * 0. Det-
te afspejler sig i, at integralet (6.6) ikke er helt let at lø-
se sslv under antagelsen (6.7). Det er dog »uligt at finde en 
inhoaogen løsning ved at benytte antagelsen (6.7), og antage at 
n/nQ også kun afhanger af P - x-V-t. Ligning (6.1) transforøe-
rer da til en inhoaogen, ordiner 2. ordens differentialligning, 
soø er givet ved 
d 2
 2 
— - z ± P*z = f(P) , V„ * C s (6.11) 
dp2 9 
hvor vi har indført z « n/n0-Vn0II(v|-c|), P2 * a2/|V2-c|| og 
f(p) • -(f/n0il)(a/(v|-c|))2. Plustegnet bruges, hvis Vg > Cs 
og øinustegnet, hvis Vg < Cs. En inhoaogen løsning til (6.11) 
kan konstrueres udfra de hoaogene løsninger (se f.eks. Blbrønd 
Jensen (1974)). Da de hoaogene løsninger for Vg > C s er 
«1*sin(PP) og z2'cos(PP), ædens de for Vg < Cs er zj*epp og 
z2"e~
PP
» «r det klart, at vi aå forvente vøsentlige forskellige 
tcthedssvar i de to tilfalde. 
Ser vi først på tilfaldet Vg > Cs. En inhoaogen løsning z±n til 
ligning (6.1) er da givet ved 
zin * -/f{p')sin(P(P-P»))dP* (6.12) 
P 
Ved at indføre de oprindelige størrelser og bruge passende gran-




1 j o •¥- a 
~~U -=-T:(*(P) + 7^=nf T(P')8in(,, ,(P-P'))dp'] 
(6.13) 
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Por at opfylde betingelsen n/n0 * 0 for t * 0 mi løsningen 
(6.13) naturligvis suppleres »ed en hoøogen løsning til (6.1), 
soa opvejer den inho*ogene løsning (6.13) for t * 0. Por Vg >> 
C s vil løsningen (6.13) fjerne sig rualigt fra de homogene løs-
ninger, da disse højst kan udbrede sig med hastigheden Cs. Por 
store t vil disse derfor kun Modificere løsningen (6.13) langt 
bag bølgefronten. Vi bemarker endvidere, hvis Vg/fl (Vg >> Cs) 
er meget »indre eller »eget større end skalaløngden L for varia-
tionen i f , vil integranden i (6.13) give et lille bidrag. Bi-
drager integralet i (6.13) vøsentligt, er det derfor »uligt at 
konkludere, at bølgefronten efterfølges af en lavfrekvent bølge 
»ed et bølgetal R * Q/Vg overlejret af et bidrag «v. I fig. 4 
er vist en numerisk løsning af ligning (6.1), hvor vi ved be-
regningen af P har benyttet det asymptotiske udtryk for bølge-
fronten (ligningerne (3.18) - (3.22)), vi fandt i afsnit 3.2 
(Jovanovic a.fl. (1982)). Det ses, at det numeriske resultat 
er i overensstemmelse »ed de førnævnte betragtninger. 
Por fuldstændighedens skyld skal vi også betragte tilfaldet 
Vg < Cs. I dette tilfalde er en inhomogen løsning til ligning 
(6.11) givet ved 
z i n = Wf(P')e p< p- p , )dP' - — /f(P')e-p<p-p'>dP' (6.14) in 2P 2P 
Her er det lidt problematisk at finde acceptable grænser på in-
tegralerne. I tilfalde, hvor en isoleret løsning (n/n0 = 0 for 
P = tm) er aktuel, kan den inhomogene løsning skrives som 
,Dysthe m.fl. (1978)) 
n0 in 
) 1 0 +• ft 
— = -=—>[-*(") * / •! n f *(P'>exp(-., alP-P'l)dP'] 
"oM C|-V^ 2/cl^Vl — 'C|-VgJ 
(6.15) 
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Fig. 4. (a) n/nQ son funktion af n = uQx/c, beregnet ved en 
numerisk løsning af ligning (6.1). Tidsforskellen mellem hver 
kurve er 6/uQ. (b) Bølgefronten B(v) fra ligning (3.18). 
B(v) er brugt ved beregningen af den ponderomotive kraft F i 
ligning (6.1) og vist for de til (a) svarende tidspunkter. Ved 
beregningen er det antaget at P = C.75, Cs/c * 0.2 og 0/u»o = 
0.4. De hurtige variationer i B(v) nær n = 0 for små tider er 
dog blevet negligeret i beregningen af F. 
I vores tilfalde er det nok for starkt et krav at krave n/nQ = 
0 for P » -". Ved den numeriske løsning i kapitel 7 vil vi be-
2 — 2 
nytte (3 (n/nQ)/3x*)x,ø * 0, men at indføre denne randbetin-
gelse er ikke så ligetil. Da vi alligevel betragter tilfaldet 
Vg > C s som det vigtigste, vil vi her kun gøre opmarksom på, at 
den inhomogene løsning (6.14) kan give løsninger, hvor zj.n * ", 
hvis den benyttes ukritisk. 
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7. HOMERISK UNDERSØGELSE AP UDBREDELSEN KW HØJFREKVENTE BØLGER 
7.1. Hodelligninger 
I dette kapitel vil vi numerisk prøve at studere effekterne af 
ulineariteterne beskrevet i afsnittene 4.2 og 4.3. Son eksempel 
vil vi eksplicit løse de koblede ligninger, der beskriver udbre-
delsen af en højfrekvent elektrostatisk øvrehybrid bølge (se 
afsnit 2.7) og dennes kobling til lavfrekvente elektrostatiske 
ioncyklotron bølger (se afsnit 2.9). Ligesoa ved den analytiske 
beskrivelse betragtes her den simple endimensionale model, der 
er beskrevet ved ligningerne (2.52) og (2.66). Det er bekvemt 
at benytte følgende normaliseringer: 
n k* 
N = — j E n o ' ( 4 n 0 M c 2 / 6 Q ) V 2 
v - V g / C s ; v ' = VgOj/cl . ( 7 . 1 ) 
X = xOi/Cg ; t = t « i ; Q > -Upe /Ai ; 
Indsættes d i s s e d imens ion løse s t ø r r e l s e r i l i g n i n g e r n e ( 2 . 5 2 ) 
og ( 2 . 6 6 ) f å s 
3 3 i * 2 
i ( — + v — ) E + - v ' E = QNE ( 7 . 2 ) 
3t 3x 2
 3 x 2 
32 a2
 32 
<—^ + 1 ; > N s — T ( l E l 2 - < | E | 2 > ) ( 7 . 3 ) 
3 t 2 3 X 2 3x2 
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Det er disse koblede, ulineare partielle differentialligninger, 
vi vil løse numerisk for x * 0, t > 0 med følgende betingelser 
givet 
f Eo «t — (1 - cos(—)) , 0 < t < Tr 2 Tr (7.4) 
E0 , t > Tr 
Ia(E(t,x*0)) » 0 , t > 0 (7.5) 
»2E 3 2 E 
Re(—-| ) = Imi—-| ) =* 0 , t > 0 (7.6) 
»x2 x=L 3x2 X=L 
Re(E(t=0,x)) * Im(E(t=0,x)) = 0 , 0 < x < L (7.7) 
3 
N(t=0,x) = 0,—N| = 0 , 0 < X < L (7.8) 
3t t=0 
3 2 N 32N 
—-I = -I = 0 , t > 0 (7.9) 
3x2 x=0 3x2 x=L 
Rand- og begyndelsesbetingelserne (7.4) - (7.9) svarer til, at 
vi betragter et plasma (~ halvuendeligt for L stor), der til 
t • 0 er uden tæthedsvariationer. Til t > 0 påtrykkes på randen 
x * 0 en højfrekvent bølge, der er beskrevet ved dens indhyl-
ning E. Stigtiden Tr angiver, hvornår amplituden af bølgen når 
sin slutvardi E0 på randen. Da det er umuligt at betragte et 
uendeligt system på en regnemaskine, er det nødvendigt at be-
tragte et plasma af endelig udstrakning, beskrevet ved langden 
L. Randbetingelserne (7.6) og (7.9) har vist sig at vare de 
bedste i et forsøg på at indføre en rand i x = L, der giver 
de mindste reflektioner. Bemark vi også bruger denne 
randbetingelse for N i x * 0. 
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7.2 Løsningsmetode og stabilitet 
Netoden, vi vil benytte ved den numeriske løsning, er blevet 
brugt ved løsning af den ulineare Schrodinger ligning (Yajima 
m.fl. (1975)). Ved at dele E op i real- og imaginærdel, E = 
Er + iEi, splitter ligning (7.2) op i to ligninger, der beskri-
ver tidsudviklingen af henholdsvis Er og Ej. Alle de partielle 
afledede erstattes derefter med centrale differenstilnærmelser 
(opløsningen i t og x benavnes At henholdsvis Ax). Resultatet 
bliver en simpel differenstilnærmelse til ligningssystemet 
(7.2) - (7.3), se app. E for detaljer. Det er nu en relativ 
simpel sag numerisk at finde tidsudviklingen af Er, Ej og N ved 
hjælp af dette differensskema og de givne rand- og begyndelses-
betingelser (7.4) - (7.9). Ved at beregne modulus |E| = (E2. + 
E?) 1/ 2 og argument 8 = "Arctg"(Ei/Br), og afbilde N, |E| og 8 
som funktion af x for udvalgte tider, får vi figurer som fig. 
6 - 9 , siderne 70 - 7 1 . Det skal bemærkes, at "Arctg" står for 
funktionen ATAN2 (en procedure i Portran), hvis funktionsværdier 
ligger i [-*,*]. 
Det er egentlig forbavsende, at denne simple metode er anvende-
lig i dette tilfælde, da en lineær stabilitetsanalyse, som vi 
nu skal se på (Yajima m.fl. (1975)), viser at differensskemaet 
højst kan være marginalt stabilt. Ved at Fouriertransformere 
det lineariserede differensskema i x er det muligt at finde en 
overføringsmatrice ||T|| (se app. E for detaljer), hvis komplek-
se egenværdier X^ angiver skemaets stabilitet. Skemaet er sta-
bilt hvis alle |\jj < 1, marginalt stabilt hvis en eller flere 
opfylder l^ jl = 1, og ustabilt hvis bare en opfylder (A^ l > 1. 
Her skal vi for at bestemme Aj, løse en 6. grads ligning, se 
ligning (E.15). I fig. 5 er vist en numerisk løsning af ligning 
(E.15) for varierende At, med værdier for de andre parametre 
svarende til løsningen vist i fig. 7. For hvert At findes den 
løsning, der har det største I A^|, idet egenværdierne også er 
afhængige af, hvilke Pourierkomposanter de beregnes for. Det er 
disse løsninger, der er vist ved krydser i det komplekse A-plan, 
i fig. 5. Det ses, at skemaet højst kan være marginalt stabilt, 
medens det, som i dette tilfalde, for Ax » 2 bliver ustabilt 





-i I I ReX 
Fig. 5. Numeriske løsninger af ligning (E.15) i app. E for 
parametre svarende til løsningen vist i fig. 7. Figuren viser 
for hvert tidsskridt At de seks komplekse rødder *j, hørende 
til løsningen med det største |Aj.l. Denne løsning er fundet 
ved at variere bølgetallet K (se app. E). Tidsskridtet At er 
øget med 0.02 mellem hver vist løsning. Løsningen indikeret med 
pile svarer til At * 0.2. 
Det har dog vist sig, at ulineariteterne tilsyneladende ikke gør 
skemaet ustabilt i det marginalt stabile tilfælde. Det samme 
var tilfaldet i arbejderne af Yajima m.fl. (1975), Rypdal m.fl. 
(1982) og ?écseli m.fl. (1983). 
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7.3. Numeriske resultater for v2 >> 1 (V2 » C2) 
Indsættelse af fysiske realistiske værdier for parametrene i 
ligningerne (7.2) og (7.3) medfører, at den her valgte numeriske 
metode vil vare meget tidskrævende. I stedet har vi valgt at de-
monstrere de grundlæggende egenskaber ved ligningerne ved valg 
af parametre, der ligger indenfor vores regnekapacitet. Vi vil 
især koncentrere os om tilfældet v2 >> 1 (V2 >> C 2). Figurerne 
6 - 9 viser karakteristiske resultater. Det har vist sig, at 
løsningernes form var meget afhængige af parametrene E0, v* og 
Tr, medens formen var mindre afhængig af v og Q, så længe v >> 
1, se iøvrigt app. F, hvor vi har medtaget flere figurer. 
I overensstemmelse med hvad vi har fundet analytisk i det fore-
gående, ses det karakteristiske forløb ved udbredelsen af bøl-
gefronten at være følgende: 
i) I tilfældet uden tilbagekobling, Q = 0, (se app. F) optræ-
der der dispersive oscillationer i modulus af indhylnin-
gen til den udbredende bølge, medens fasen ændrer sig hur-
tigst i fronten af bølgefronten. Dette er i fuld overens-
stemmelse med det analytiske resultat, vi fandt i kapitel 
3, se f.eks. fig. 1 side 33. I tilfælde med tilbagekob-
ling, som i figurerne 6 - 9 , genfinder vi denne udvikling 
for små t. 
ii) Bag bølgefronten observeres dannelsen af lavfrekvente tæt-
- hedsperturbationer med en karakteristisk bølgelængde 
K ~ 1/v. I kapitel 6 fandt vi en inhomogen løsning (6.13) 
til (7.3), der var brugbar, hvis v >> 1, og tilbagekoblin-
gen negligeres. Indføres normaliseringerne (7.1) er denne 
løsning givet ved 
N = [F(P,et) + / F(P £u)sin(-=-)dP, ] (7.10) 
v2_i f^TZ\ p ' /v2_i 
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n/n,, lEIUMr^Cs/to) u j ArctgllmE/ReEl 
Fig. 6. Den lavfrekvente tæthedsperturbation, modulus og ar-
gument af den komplekse indhylning af den højfrekvente bølge-
front. Denne løsning svarer til parametrene Q = 1.25, E 0 = 0.5, 
Tr - 4, v * 7.5, v' = 10. Opløsningen i tid og rum er At = 
2M0"3 og Ax • 2. Tæthedsvariationen er her skaleret med 















200 400 0 200 400 




U A / W ' J I — 
l W \ A 1 I -S^ -
l/w 1 i * 




400 0 200 
j -
Arctg(ImE/ReE) 
400 0 200 400 
Pig. 8. Som i f i g . 6, men med v ' * 5 og ( n / n 0 ) m a x = 0.015. 
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Pig. 9. Som i f i g . 6, men med Tr * 2 og (n/n 0 ) r a a x - 0.035 . 
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hvor vi har antaget, at IE I2 = F(x-vt,£t), og indført » -
x-vt, se ievrigt afsnit 6.2. Integralet i (7.10) vil net-
op give anledning til tæthedsvariationer med et karakte-
ristisk bølgetal K ~ 1/v (= Qi/Vg i fysiske enheder), 
i overensstemmelse med det observerede. Por små t er det 
derfor også klart, at disse tæthedsvariationer intet har 
at gøre med de karakteristiske dispersive oscillationer 
i modulus af E. 
ii) Tæthedsvariationerne vekselvirker med indhylningen af den 
højfrekvente bølge, og vi ser udviklingen af en instabili-
tet. Siden E er kompleks, finder vi, at både amplitude og 
fase moduleres. Ved at øge amplituden E 0 (se fig. 7) ob-
serveres det, at bølgeamplituden kan blive "mere end 100%" 
moduleret. Dette er ledsaget af et ulineært faseskift, 
der overstiger 2*. Gyldigheden af ligningerne (7.2) -
(7.3) er dog nok noget problematisk for sådanne ekstreme 
situationer. I næste afsnit vil vi ved hjælp af af disper-
sionrelationen, vi fandt i afsnit 4.3, prøve at gøre nær-
mere rede for denne modulationsinstabilitet. 
7.4. Den "ulineære" dispersionsrelation 
Normaliseres den "ulineære" dispersionsrelation ligning (4.12) i 
overensstemmelse med (7.1) fås 
v' 
(1-fl2+K2)((ft-Kv)2 - K4( — )2) * - v'E2QK4 (7.11) 
I fig. 10 er vist en numerisk løsning af (7.11) for reelle K med 
parametre, der svarer til løsningen vist i fig. 6. Vi ser, at 
der (når v' > 0, som i dette tilfælde,) langs K-aksen findes to 
ustabile områder, dvs. ft er kompleks for en af dispersionsgre-
nene i disse områder. Det er det ustabile område omkring K ~ 
1/v (K lille), der er mest interessant i denne sammenhæng. Net-
op fordi det kun er bølger med K ~ 1/v, der direkte exciteres 
af bølgefronten, jvf. diskussionen i forrige afsnit. Derfor er 
den relevante del af dispersionsrelationen vist forstørret i 
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Fig. 10. Numerisk løsning af ligning (7.11) for 
parametre svarende til løsningen vist i fig. 6. 
•: Re(Q); : Im(Q); : n = VgK og 
-.-•-: Q = Csr. 
svag kobling (dvs. højre side af (7.11) er lille) mellein de to 
bølgetyper, der er givet ved venstre side af ligning (7.11). 
Helt konkret er det grenene 8t » (1+K2)1/2 og fl2 a vK-v'K2/2 
(Q = 0), der kobler. Det har vist sig, at netop i skæringspunk-
tet, hvor ®i = &2' e r imaginærdelen af & størst. I dette skæ-
ringspunkt kan vi estimere ® = no±^Yo v e^ 
Q
« » d + *Z) 2,1/2 (7.12) 






v V + 1 
K0 = (1 - (1 - 2—r-y/l) . KQ « 1 (7.14) 
v'+1 v2 
Q I 1 1 r 
I I I I J 
0 0.05 0.10 0.15 0.20 
k C s 
fil 
Fig. 11. Forstørrelse af det langbølgede område af 
fig. 10. Ellers som i fig. 10. 
En grundigere analyse af figurerne 6 - 9 har vist, at der er en 
god overensstemmelse mellem disse resultater, og den observerede 
modulationsinstabilitet. 
I nogle tilfælde observeres også en kortbølget instabilitet, se 
fig. 7. Denne er beskrevet ved den anden ustabile gren i fig. 
10. Muligheden for at excitere denne vil altid være tilstede, 
da vi ser af ligning (7.11), at selv for meget små værdier af 
EQQV' vil højre side af (7.11) give anledning til en stærk 
kobling for tilstrækkelige store K. Vi tilskriver randbetingel-
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sen (7.9) i x « O skylden for excitationen af disse kortbølge-
de oscillationer. 
Det er »uligt at afgøre, o« disse instabiliteter er konvektive 
eller absolutte. Betragter vi f.eks. den langbølgede instabili-
tet. Vi kan approksimere den ustabile gren øed Re(Q) * ft0 + 
U(K-K0) + 6(K-K0)2/2 og Iø(fl) - T0 - a(K-K0)2/2, hvor kon-
stanterne er lette at finde fra f.eks. fig. 11. Instabiliteten 
er da konvektiv, hvis O2 > O2., hvor O2 = 2Y0(a2*e2)/a (Feix 
(1963)). En anden og simplere måde er at approksiaere grenene af 
dispersionsrelationen i området oakring K0 øed rette linier. 
Hvis linierne skører K-aksen pi hver side af KQ, er instabili-
teten absolut, øen konvektiv, hvis det sker på saaøe side af 
Ro (Briggs (1964); Bers (1973)). Vi finder i begge tilfalde, 
at instabiliteten for lange bølgelængder er konvektiv, ædens 
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Pig. 12. Numerisk løsning af en modificeret udgave af 
ligning (7.11), der tager højde for endelige gitteref-
fekter. Ved løsningen er benyttet de samme parametre 
som i fig. 10 og &x - 2. Ellers som i fig. 10. 
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En anden interessant egenskab ved dispersionsrelationen i fig. 10 
er grenen, der tillader hastigheder større end v. En lille forlø-
ber er da også ofte observeret foran den egentlige bølgefront, 
se fig. 9, hvor denne er indikeret med en pil. Karakteristisk 
for excitationen af denne løsning er, at stigtiden T r er lille. 
Strengt taget er dispersionsrelationen (7.11) ikke den, der 
svarer til den nuøeriske løsning af ligningerne (7.2) - (7.3), 
idet endelige gitter effekter (endelig &x) indført ved diffe-
renstilnarælsen, vil Modificere ligning (7.11). I fig. 12 er 
vist en øere korrekt dispersionsrelation, der er udledt for 
frekvenser & « l/At. Denne relation findes let ved at indføre: 
a2A/»x2 soø -K2AKsin2(KAK/2)/(K&»/2)2, og JA/a« so« 
iKAKsin(K>'x)/(KAx), hvor A betegner E henholdsvis N. Soa forven-
tet ses det, at endelige gittereffekter kun spiller en rolle, når 
RAy > 1, dvs. når bølgelangden er sammenlignelig acd eller Min-
dre end den rumlige opløsning Ax. 
7.5. Diskussion af resultater 
Det skal understreges, at ligningerne (7.2) - (7.3) forc^lt set 
er ret generelle. De kan også beskrive koblingen »elle« avrehy-
brid bølger og elektrostatiske nedrehybrid bølger, hvis blot &i 
erstattes af ^LH * normaliseringerne (7.1). Vi aå dog krave at 
"pe y> Qe» således at udtrykket for den ponderoaotive kraft 
stadig er gyldigt (afsnit 4.2). Ligning (7.2) kan også beskrive 
udbredelsen af elektroøagnetiske bølger, soø f.eks. den ordina-
re elektromagnetiske bølge. Derved kan ligningerne (7.2) - (7.3) 
beskrive dennes vekselvirkning med elektrostatiske ioncyklotron 
bølger eller nedrehybrid bølger. Ved at fjetr.e 1-tallet i lig-
ning (7.3) (svarer til at satte Q^ • 0), kan ligningssystemet 
udvides til at beskrive højfrekvente bølgers vekselvirkning med 
ionakustiske bølger i et plasma, magnetiseret såvel som umagne-
tiseret. I a pp. G har vi set på dette for Vg> Cs, og fundet, at 
overensstemmelsen med de analytiske resultater i afsnit 6.2 er 
god. Ved den numeriske løsning af (7.2) og (7.3) har vi varet 
mest interesserede i tilfaldet, hvor Vq > Cs, fordi bølgefron-
ten !cun i dette tilfalde giver anledning til en lavfrekvent 
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bølget so« den beskrevet ved ligning (7.10). Det er også det 
eneste relevante tilfalde for elektromagnetiske bølger i denne 
simple model, jvf. diskussionen i afsnit 4.2. Det er dog accep-
tabelt at have Vg < Cs for elektrostatiske øvrehybrid bølger. 
Derfor har vi i fig. 13 medtaget en sådan løsning. Det bemærkes, 
at tcthedsperturbationerne er meget små, samt at den kortbølgede 
del af oscillationerne, exciteret af bølgefronten, bevæger sig 
•ed den største hastighed i overensstemmelse med dispersionsre-
lationen a2 * a? + C2K2, se iøvrigt afsnit 6.2. 
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Pig. 13. Som i fig. 6, men med v * 0.75, v' = 0.1, 
E 0 = 5 og {ri/n0)nax = 0.0037. 
I et forsøg på at estimere den praktiske betydning af disse re-
sultater, noterer vi følgende: Størrelsen af gruppehastigheden 
Vg og stigtiden Tr er vigtige ved bestemmelsen af den initielle 
tathedsperturbation, som det ses af ligning (7.10). Medens V_, 
upe/®i °9 den højfrekvente bølges amplitude E 0 gennem leddet 
på højre side af ligning (7.11) ses at vare bestemmende for 
styrken af modulationsinstabiliteten, der er aktuel, når det 
ulinesre led i ligning (7.2) medtages. Betragt f.eks. en bølge, 
2 2 der er beskrevet ved en dispersionsrelation på formen «£ * &C 
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+ * 2k 2. Da er Vg * K(1-U*/<»>2) 1 / 2 og Vg * K 2«|/«Q' V e d a t i n -
føre i« » wo~wp» °9 antage at Aw/Wp « 1, har vi at Vg - »eAw/u»p 
og v' - K2(Up-3Aw)/w2 - K 2 / U P . Hvis vi antager at V >> Cg, 
er bølgelængderne af de lavfrekvente bølger, der følger den høj-
frekvente bølgefront, karakteristisk ~ 2*Vg/fli. Tilnærmes F i 
ligning (7.10) med 
E 2 , P < 0 




 0 P > L 
finder vi, at den oscillerende del af n/nQ i ligning (7.10) 
er givet ved 
n 1 eo EI cs up pi 1 &m 
- * <T - ) ( — r ) < - ) s i n ^ K r ^ — > <7-16> 
no 2 nQ Te * Aw L 2 L^Up 
hvor Pi = Cs/n^ er en effektiv iongyroradius, og lydhastighe-
den Cs er tilnærmet med /Te/M. Ligning (7.16) estimerer den ini-
tielle tæthedsperturbation, dvs. før modulationsinstabiliteten 
indtræffer. Det videre forløb er nu karakteriseret ved, at per-
turbationerne, estimeret ved ligning (7.16), vil vokse ekspo-
tentielt i tiden pga. modulationsinstabiliteten. Den mest in-
teressante parameter er derfor højre side af ligning (7.11), 
som netop tager højde for den ulineære kobling mellem ligninger-
ne (7.2) og (7.3). I fysiske enheder er dette koblingsled for 
K • 1/v givet ved 
1 eo El wp V i cs , 
4 no Te 2«i C2 Vg 
eller tilnærmet 
1 eo Eo cs , UP
 A 
c
 • - 7<:r- ;r-*(—)2«7-)4 ( 7 , 1 8 ) 
4 2n0 Te K Au 
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For løsningen, der er vist i fig. 6, er C " -10~3. Udfra det til-
nærmede udtryk (7.18) for C er det nu muligt at diskutere den 
fysiske relevans af vore resultater. For øvrehybrid bølger, 
hvor </^3 er lig med den elektrontermiske hastighed, ses det let, 
at selv for meget små bølgeamplituder, eQEo/(2n0Te) < m/M, 
kan vi forvente væsentlige perturbationer. For elektromagneti-
ske bølger vil disse ulineariteter dog kun have betydning for 
plasmaer med en meget høj elektrontemperatur. Idet det ses af 
(7.18) ved at satte < lig med lyshastigheden c, at vi i dette 
tilfælde kan opnå passende værdier for C uden dermed at kræve, 
at Au skal være urimeligt lille. 
8. KONKLUSION 
I denne rapport har vi set på de transiente forhold ved udbre-
delsen af højfrekvente bølger i et homogent plasma. Vi har be-
tragtet bølger med så stor amplitude, at plasmaets ulinearite-
ter kan resultere i en væsentlig modifikation af udbredelsen 
i forhold til den tilsvarende lineære bølgeudbredelse. Ved stu-
diet af de forskellige bølgetyper har vi undersøgt, om der bli-
ver genereret harmoniske, om bølgerne via ponderomotive kræfter 
perturberer plasmatætheden og endelig, om sådanne lokale tæt-
hedsvariationer får indflydelse på udbredelsen. Resultaterne 
fra denne undersøgelse er sammenfattet i tabel 1. 
Bemærk at vi ved undersøgelsen af ekstraordinære bølger med 
hensyn til genereringen af harmoniske udelukkende har betragtet 
bølger, der ligger på den langsomme gren af dispersionsrelatio-
nen, se fig. 2 side 41. Det interessante i denne sammenhæng 
er netop, at den drevne harmoniske er tæt på resonans, det vil 
sige den er nær ved at opfylde dispersionsrelationen for den 
hurtige gren. En anden vigtig egenskab ved de ekstraordinære 
bølger er, at de også har en elektrostatisk komponent. Denne 
kombination medfører, at genereringen af harmoniske er særdeles 
vigtig selv i et homogent plasma af uendelig udstrækning (for 
inhomogene plasmaer se f.eks. Tewari og Tripathi (1980)). 
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Undersøgelsen har også vist, at der kan forvantes en väsentlig 
tæthedsperturbation af plasmaet, når den højfrekvente bølges 
gruppehastighed er lig fasehastigheden af en lavfrekvent bølge. 
I tilfældet, hvor den lavfrekvente bølge er uden dispersion, 
er tæthedsandringen en javn perturbation, (Vg * C s), medens 
tæthedsperturbationen har en oscillerende karakter, når de 
lavfrekvente bølger er dispersive (magnetiseret plasma). I 
dette tilfalde har vi også set udviklingen af en modulations-
instabilitet, der er vel beskrevet ved en "ulinear" disper-
sionsrelation. Udfra dispersionsrelationen har vi bestemt 
instabiliteten til at vare konvektiv samt fundet en koblings-
konstant C. 
Bemærk også, at denne undersøgelse har været mere eller mindre 
begrænset til bølger med gruppehastigheder større end den ion-
akustiske hastighed, samt at magnetfeltet er så svagt, at det 
simple udtryk for de ponderomotive kræfter er gyldigt. 
I vores undersøgelse har vi udelukkende set på, hvad der sker 
med bølgefronten i udbredelsesretningen. Vi har derfor sim-
plificeret problemet ved at betragte det endimensionalt. I den 
forbindelse er det derfor vigtigt, at ændringer af bølgen på 
tværs af udbredelsesretningen sker langsommere end ændringerne 
på langs, hvis vores resultater skal have nogen betydning i en 
realistisk situation. Ved vekselvirkningen med enten ioncyklo-
tron eller nedrehybrid bølger er tidsskalaen for andringer på 
langs givet ved ~ 0 , hvor 0 er enten ö^ eller ^ H » Ved vek-
selvirkning med ionakustiske bølger er tidsskalaen for ændringer 
på langs givet ved ~ L/Cs, hvor L er en karakteristisk længde af 
bølgefronten. I arbejdet af f.eks. Sodha m.fl. (1979) betragtes 
en stråle af bølger med en endelig radiær bredde r0. Når denne 
stråle skydes ind i et plasma, antager de, at den termiske ud-
videlse af det opvarmede plasma medfører en ændring af den loka-
le tæthed og påvirker derved udbredelsen af de indkomne bølger. 
For disse processer kan tidsskalaen estimeres til at være givet 
ved ~ r0/Cs. I tilfalde, hvor denne tid er meget stor i forhold 
til de andre karakteristiske tider, vil disse ændringer næppe 
influere på vores resultater. 
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Ved beskrivelsen af plasmaet benyttede vi en to-fluidbeskrivel-
se, hvorfor resultaterne kun er gyldige for bølger med fase-
hastigheder meget starre end de tilsvarende termiske hastig-
heder. Kinetiske effekter er altså blevet negligeret. 
Kendetegnende for vores undersøgelse er, at vi i alle tilfælde 
har betragtet situationen, hvor der til et givet tidspunkt "tæn-
des" for en monokromatisk bølge (eller en strøm der giver anled-
ning til samme) på et lokaliseret sted. Den modsatte situation, 
hvor der istedet "slukkes" for bølgen det pågældende sted kan 
behandles på en tilsvarende måde. Dette er især interessant, 
hvis dispersionsrelationen for bølgen er sådan, at gruppeha-
stigheden er faldende for voksende frekvens (negativ dispersi-
on). Er generering af 2.harmoniske mulig i dette tilfælde, vil 
den 2.harmoniske bølge fremtræde som en "bagløber" bag afslut-
ningen af bølgen, idet gruppehastigheden af den 2.harmoniske 
er mindre end den fundamentale bølges gruppehastighed (se f.eks. 
Jørgensen (1981 )). 
Vi vil her slutte af med at nævne to forslag til nye undersø-
gelse, der har betydning i denne sammenhæng: 
1) Det vil være interessant at se på udbredelsen af en høj-
frekvent bølgepakke i et plasma med en temperaturgradient, 
for at undersøge hvad der sker, når bølgepakkens gruppe-
hastighed er lig med den lokale ionakustiske hastighed. 
2) I kapitel 7 fandt vi, at den "ulineære" dispersionsrelation 
udover den langbølgede instabilitet også indeholdet en kort-
bølget instabilitet. Under hvilke omstændigheder er den 
kortbølgede aktuel? Dette har vi tænkt os at undersøge ved 
at se på to forskellige situationer: i) En perturberet plan 
bølge i et plasma med en uperturberet tæthed, ii) En uper-
turberet plan bølge i et plasma med en perturberet tæthed. 
Bemærk endelig, at ligningerne (7.2) - (7.3) er en ikke triviel 
generalisering af de såkaldte Zakharov-ligninger (Zakharov 
(1971)) i et magnetiseret plasma. Mens f.eks. Zakharov (1975); 
Freund og Papadopoulos (1980); Weatherall m.fl. (1981) har set 
på en modifikation af ligningen for de højfrekvente bølger på 
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grund af magnetfeltet, har vi her set på en modifikation af 
ligningen for de lavfrekvente bølger. 
Denne rapport er en beskrivelse af en del af det arbejde, jeg 
har deltaget i under mit licentiatsstudium i gruppen for funda-
mental plasmafysik på Forsøgsanlæg Risø. Jeg vil gerne takke 
Forsøgsanlæg Risø for dette licentiatstipendium. Desuden vil 
jeg gerne takke medarbejderne i plasmafysikgruppen for hjælp og 
støtte under studiet. 
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Udlede l se a f l i g n i n g ( 2 . 4 8 ) fo r h ø j f r e k v e n t e e l e k t r o s t a t i s k e 
b ø l g e r i m a g n e t i s e r e t p l a sma . 
Som udgangspunkt b e n y t t e s l i g n i n g s s y s t e m e t 
3 
— n + nQV • v + V • nv = 0 (A.1) 
3 t 
3
 + -j 1 e * e + + + 
— V + 3 V | — V n + - E + - v x B Q = 0 ( A . 2 ) 
3 t n 0 m m 
+ e 
V • E = - — n f.\.3) 
e o 
vi v i l i d e t fø lgende e l i m i n e r e n og v. Den r e s u l t e r e n d e l i g -
-*• - + 
n i n g for E v i l e f t e r i n d s æ t t e l s e a f E = -V<)> g ive l i g n i n g ( 2 . 4 8 ) . 
- * • - * • -y -*• 
Divergensen a f (A.2) sammen med V'(v*B 0 ) = B0»(Vxv) g i v e r 
3
 • l e + e + + 
— 7 . v = - 3V|e— 7 'n V • E BQ • (VxV) (A.4) 
3 t n o m m 
r o t a t i o n e n af (A.2) sammen med Vx(vxB0) - (B0»V)v-B0V«v g i v e r 
o +
 e + + e + + 
— V x v = - - ( B 0 ' V ) v + - B 0 7 • v (A.5) 
3 t m m 
b ruge r vi nu 3 / 3 t på (A.4) og i n d s æ t t e r (A.5) h e r i , f å s i d e t 
B 0 ' ( B 0 ' 7 ) v * (B0 'V)B0»V 
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• o l - i d e 3 * e o + + • 7 • v = - 3V£_ —V* _ n - - V • — E + ( - ) z (B n «V)B„ • v 
3 t 2 i e n 0 a t m a t m ° ° 
(A.6) 
e
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- ( - re*7 • v 
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Vi får nu brug for B0* på (A.2) 
• 3 + ~ 1 + e * + 
Bo * T I V = " 3 " ^ r B o ' 7 n " ™Bo • E (A-7) 
o t TIQ m 
Ved at bruge henholdsvis 3/3t og 33/3t3 på (A.1) fås 
a? 
3
 „ • 1 1 * o -* 
— 7 • v = — n — V . nv (A.8) 
3t no 3t2 no 3t 
3
 a4 3 
V • v = n V • nv (A.9) 
3t3 n0 3^4 n0 3t3 
Bruger vi nu 3/3t på (A.6), og indsætter heri (A.7) - (A.9) 
- L t_n + 3V2 1*2 i_ n + *7 -i-E - (1)2 B2 i. i- „ 
n0 3t4 no 3t2 m at2 m w n0 st2 
+ (-)23V| -(B 0'V) B 0«Vn + (-)3(B0-V)B0»B = (A.10) 
m nQ m 
3 
. 7 • nv + (-)^ B* v . nv 
no at3 m n0 at 
Ved nu at bruge (A.3), indføre "Cg » e2n0/e0m og «e • eB0/m 
samt til slut gange igennem med (m/e)<»2 får vi 
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34 + 32 • 32 * 32 -
V • E - 3V4Lv2(V» E) + u2 V • E + fl27 • E 
3t* 6 3t2 P C 3t2 6 3t2 
- 3v|e(-)2(BQ'V)B0 • V(V.£) + u2eH)2(B0-7)B0 • E = 
(A.11) 
e 33 + e -j 3 • 
— — v • Hv + — nr — v • nv 
eo 3t3 eo 3 t 
Vi ir. ngler nu blot at eliminere v af de ulineære led på højre 
side af (A.11). Da n er langsomt varierende i tid i forhold til 
v, n og E, betyder dette 
3 _• - a • 




 „ -* o ~ 3 • 
7 .
 n v - 7 . n v (A.13) 
3t3 3t3 
Ved at anvende V«n32/3t2 på (A.2) fås 
33 + . 1 a2
 e 32 
7 • n v - - 3V£e — V • S7 n V . fi E 
3t3 ie n0 3t2 m 3t2 
• 
(A.14) 
g+ _ 32 + 
-B0 • 7xn v 
m 3t2 
for at finde det sidste led i (A.14) bruger vi nu 7«n3/3t på 
(A.2) 
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a2 -• , 1 3 e a * 
V x n v = - 3vL> — ?*nV __n - -V«n — E 
at2 no 3t • at 
(A.15) 
e* a • e • a » 
+ -B0v . H T t v - - ( B 0 . V , n - v 
Ligning (A.2) indsattes i det sidste led i (A.15), der herefter 
bruges i det sidste led i (A.14). Dette giver 
* a2 
a-* • 7 - a • e - • e •» + -• 
7 •
 n — v + 0*7 • n —v = V . n E - (_) J(Bft-V)nB„ 
»t3 at • at2 • 
+ (-)zBft • (Vn* — B) - 3v£» — 
32 
„ -
 t»   VS- — V • n* n (A.16) 
• ° at re no at2 
, 1 e
 0 * -• 
- 3V2* _(-)2(B_»?)nB0 • vn 
n 0 • 
De tre sidste led i (A.16) vil vi negligere, da det ses ved 
indsættelse af (A.3), at de alle er af relativ størrelsesorden 
(A^/l) 2. indsættes (A.16) i (A.11), finder vi endelig lignin-
gen for E 
3 2 * 2 • 
(—- - 3v|e?2+«2 +Q 2)' • —-B 
at2 ** e 3t2 
- 3VL(-)2(B0'V)J0 • V(V-B) + »LW 2(V?)B 0 • E 
IR *^ Bl 
7 » ' * • 
w4» 7 ' — E (A.17) 1)6
 "o at2 
- «!e<;>2<V<C-B0 • i - * & « V * K« 
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APPENDIKS B 
Odledelse af ligning (2.62) for lavfrekvente elektrostatiske 
ioncyklotron bølger drevet af ponderoaotive krafter. 
Som udgangspunkt benyttes ligningssystemet 
— n + n«7 • v = 0 (B.l) 
>t 
— v + YiTi vn +—V* -—v » BQ = 0 (B.2) 
»t nftM H M 
1 - co • 
Te — 7 n - eV# + 7F • o (B.3) 
n0 2no 
Her har vi for nemheds skyld indført n * ne = n^, v = v^ og 
P = (7#)2. 
vi vil i det følgende eliminere v og • . Divergensen af (B.2) 
•n med 7*(v*B0) » B0*(7xV) giver 
3
 • ! t n e
 9- e» • 
— 7 • v = - YiTi -7- -7Z* + -Brt • (7 x V) (B.4) 
3t M "o M M 
Rotationen af (B.2) giver 
7 x _ v = -(B0'7)v - -B0(7-v) (B.5) 
3t « « 
Efter differentiation af (B.4) mht. tiden får vi efter indsat-
te Ise af (B.1) i det første led, (B.5) i det sidste og til 
slut differentiation mht. tiden en ^ang mere 
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34 n 1 , 3 « e o 8 n 
*iTi -V2 + (1* ) * = 
at* n0 M 3t2 no « 3t2 n0 
32 (B 
e o — e o • • 3 * 
-
v
 — I * ~ (-> (Bo*V>Bo ' T-v M at2 H ° ° 3t 
Ved at bruge B0* på (B.2) fås 
• 3 * 1+ n e + 
B«, • - v » - TiTi -B 0 • V B0 • V* (B 
3t H DQ M 
Ved at indsatte (B.7) i (B.6) og eliminere • ved hjalp af 
(B.3), får vi 
3* n
 e 32 n , 32 n 
3t4 nc M ° at2 n0 e x x M 3t2 nc 
(B 
n n TIQ 
eo „o 8 eo e 9 • „ + 
W<Bft'»)Brt • VP 
2n0M »tz 2nQM 
Indfører vi nu J^  « eB0/M, C2 « ( T ^ Y ^ / M , (B0'V)B0'Vn/nQ -
Bo Il"/no °9 udtrykket for P, fås endelig 
!(lL.c2,2 + 0 f )!i. c i 02, f l lL. 
(B 
32 c 
(V2—r + oM.) — ( V * ) 2 
3t2 " 2nQM 
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APPENDIKS C 
Udledelse af ligning (2.72) for elektrostatiske nedrehybrid 
bølger (med frekvenser <D >> &i), som er drevet af ponderomo-
tive krafter. 
Som udgangspunkt benyttes ligningssystemet 
3 . 
--ni + n07 • vi = 0 (C.1) 
31 
3 • 1
 e - • 
— v i + YiTi Vni + _v$ = o (C.2) 
31 Mno M 
3 . 
—ne + n0V • Ve = 0 (C.3) 
9 t 
d + i _ e - e + + eo * 
— ve r Te Vne ?$ +_v e x B 0 + Vp = 0 (C.4) 31 mno m m 2mnQ 
n = ne = ni (C.5) 
For nemheds skyld har vi indført Vi = Vi» ve = v e og F = (?•) . 
Vi vil i det følgende eliminere Vi, ve og $. Dette resulterer i 
en ligning for n. ved i en tilnærmelse til denne ligning at ind-
føre B0||2 fås ligning (2.72). 
2 2 
Vi vil gøre brug af følgende: V|e • Te/m, V<pi » l^/M, 
c\ « (Tg+YiTiJ/M, Ae = eB0/m, «i = eBQ/M og v = m/M. 
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Ligningssystemet lyder herefter 
3 n ->• 
» - V - v i (C.6) 
3t n o 
— V, = - YiV^V -V«, (C.7) 
3t "O * 
3 n + 
= - 7 •
 V e (C.8) 
3t no 
3
 •• o n e - e + • Eo 
—
v e = ~ VTeV — + - * • - - V e x BQ - V? (C.9) 
3 t e i e n 0 m m e ° 2mn0 
Ved at kombinere l i g n i n g e r n e , der fremkommer ved a t v irke med 
?• på (C.7) og 3 / 3 t på (C*6) , f å s 
o- M n M o o n 
V2* = _ - Y i t é i ? 2 — ( C I O ) 
e 3 t 2 n 0 e n 0 
Ved at d i v i d e r e (C.7) med v f å s 
j , » . . _ _ , t - n ^ -v _ , c . , „ 
Indføres (C.11) i (C.9) får vi 
e* * co 
_ v + _ _ v . - (V2 + — V ^ J V ve x BQ - — - ?F 
3t U 3t u nO • ^"O 
(C12) 
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Tager vi nu divergensen af (C.12), indsatter heri (C.6) og 
(C.8), udnytter at ''(Ve"^) = Bo*(?*ve) og indfører o = 1+1/u, 
8 = vTe + (Ti/l,)vTi' har vi 
5)2
 n n e 
a 8V^ V^F = _Bft • (V x v.) (C.13) 
3t2 n0 no 2»no m " 
Rotationen af (C.9) giver 
• •»• g * + e * * 
*
 x
 — v e * -Bo(V.Ve) (B0*»)ve (C.14) 
a t m • 
Ved at bruge 3/3t på (C.13), inds*tte (C.14) og (C.8) heri og 
anvende 3/3t endnu en gang, fås 
34 n 32 n 32 n c i2 
a ØV2 + Q2 2_72 p * 
3t* nc at2 no e »t2 «o 2"no 3t2 
H)2(B0-V)B0 • — v e (C.15) 
n * t 
Prik produktet mellen B 0 og (C.9) giver 
• 3 +
 0 • n e * _ e0 • 
"o •
 7 t». - - V?.B0 • 7 t . B o • ,• - _ B o . ,p 
(C.16) 
Ved at bruge B0'V(B0'?A) * 7||A' 8er v i » at Bo' v P* (C.16) giver 
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Bo ' '<B0ftV - - B'v^f, 1 . +-«B|V?1; - _g, ?,, 
(C17) 




 -> n o '2 n o o o n E« 32 a _- _ -
 BV2 _ + 02 _ . Q2V2 ?2 __ 72 __ 
3t4 no no e at2 no e le !' n© 2mno
 3t2 
(C.18) 
2mn0 '' m e '' 
Ved nu at anvende v2
 p*, (c.18) og indsætte (C.10) heri, fås 
o3* n B d2 n , i2 n , n 
V2 V4
 + i « 2 ? 2 - - - i Q 2 v 2 7 2 7 2 __ 
3t4 nQ a 3t2 IIQ o e 3 t 2 n0 o e T e ' ' ^ 
(C.19) 
2 
• . / . c I • l i . 5 n C"X l i i l _ 
pa 3 t * n 0 jia » « n 0 
+ L n e * ? | !r5 _- " ^ e V ^ 2 * 2 , "-
"°
 0 2 / O 2 
< V 2 ~ P * fle7?lF> 2omn0 3t 
Vi v i l nu indføre følgende approksimationer 
B wfcwii Te+YiTi
 2 
a HM M 8 (C.20) 
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 - Q2 (C.22) 
po 1+w e 
S-v^vlD - | ^ i . • ** 
1 1 1 
om M M 
(1+-)m 
m 
Indsattes (C.20) - (C.24) i (C.19) får vi endelig 
32 32 32
 n 
C|v2+a fl , v 2
 + n2 7 2 ( - C 2 v 2 ) ] — 
3t2 S 1 e 3t2 6 " 3t2 S no 
3* e 
v2(V2" +Q2 72 J _^__ (7^}2 





Antag det drivende led er g i v e t på formen (f2<tf0,2k0) betegnes 
< " 1 f k l ) > 
Y(t,x) « e x p ( - i ( « l t - k 1 x ) ) h ( t - x / v l ) (D.1) 
I a f sn i t 5.1 fandt v i følgende løsning t i l (5 .1) 
E(t rx) » E f ( t , x ) + Ee(t r x) + B x ( t , x ) (D.2) 
hvor 
Ef « e x p ( - i ( « i t - k 1 x ) ) h ( t - x / v l ) ( D . 3 ) 
Ee « e x p ( - i ( « 1 t - k ( u l ) x ) ) h ( t - x / v 2 ) (D.4) 
Ex • exp(-i((w-|+Aw)t 
-k{<*1+*»)x))[h{t-x/v2)-hlt-x/vi)] 
(D.5) 
Ef er den drevne bølge, der reprasenterer plasmaets lokale svar 
på Y. E e er det ikke-lokale svar, hvilket vi kan anskueliggøre 
• * 
ved at betragte det drivende led Y som et sxt af inifinitesimale 
tynde lag, der oscillerer med frekvensen »i, og som hver især 
exciterer den tilsvarende egenbølge (uj,k(u>i)). Ex er en egen-
bølge exciteret med en Doppler-forskudt frekvens. 
Analogt kan vi reprasentere Y som et sat af begyndelsesvardier, 
som har bølgelangden 2*/ki til ethvert tidspunkt, og egenbølgen 
(iø(xi),ki) må forventes at blive exciteret. Denne bølge blev 
ikke exciteret i tilfaldet beskrevet i afsnit 5.1. I dette ap-
pendiks vil vi undersøge denne bølge narmere. Til dette formål 
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antages exc i tat ionen a t være g ivet ved e t halvuendeligt bølge-
tog påtrykt t i l t * 0, dvs. Y har formen 
Y(t ,x ) i J ( t , x ) e x p ( - i ( o ) 1 t - k 1 x ) ) h ( t ) h ( x ) ( D .6) 
Benyttes Laplacetransformationen både i tid og rum som i afsnit 
5.1, fås 
> J ( w k) 
Y ( U f k ) = : + c . c . 
(«-o»i )(k-ki> 
Som i a f s n i t 5.1 har vi 
( D . 7 ) 
• i f f *(«.,k)exp(-i(ta)t-kx)) E( t ,x ) = [ .
 d w d k ( D > 8 ) 
(2» ) J J ( w - ^ ) ( k - k i )D(u> k ) 
Ck C u ' » 
hvor *(<-,k) = J | D | |ad j -J(u>,k). Vi skal e k s p l i c i t gøre brug af 
d ispers ionsrelat lonens afhangighed af k2, dvs . 
D(u>fk) = Dfu^k2) ( D . 9 ) 
Integration af (D.8) mht. k giver 
/
+ 
e x p ( - i u t ) *(u) ki ) 
[ —Texpf ik ix ) 
» - » / » - » i D(o) k ? ) 
• ( « , k ( u ) ) 
+ e x p ( i ! , ( w ) x ) (D .10 ) 
( k ( u ) - k i ) 0 — ) 
3k k(w) 
+
 - exp(- ik(a))x)] do 
3D 
( - k O - O - k ^ f — ) 
3k - k ( w ) 
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Ved i n t e g r a t i o n e n a f (D.10) mht. « f å r v i brug for res iduerne 
fra fø lgende p o l e r 
W-U)J = 0 * U * tl»"| 
D(u k f ) = 0 * <•> = u+ (k- j ) og u * u-Ck-j) 
(D .11) 
k ( w ) - k i = 0 * u = w(k-|) 
k ( u ) + k i * 0 * u = w ( - k i ) 
Ved a t bruge r e l a t i o n e r n e u+(k-|) = w ( k i ) , u-(k-|) * u( -k i> og 
dk/d« = - O D / 3 « ) / ( 3 D / 3 k ) f inder v i e n d e l i g 
E ( t , x ) = h ( x ) [ h ( t ) E ( 1 ) e x p ( - i ( u 1 t - k l x ) ) 




du « ( k i ) r k i 
+ ( h ( t ) - h ( t - x ( — ) ) ) E ( 3 ) e x p ( - i ( u ( k 1 ) t - k l x ) ) 
dk . . . 
+ h ( t + x ( — ) )E l * , exp( - i (u ) l t+k(o» 1 ) x ) ) ] 






















Det sidste led i (D.12) repræsenterer en bølge, der udbreder 
sig i den negative x-retning. Nør ved resonans, dvs. D(-1rkf) 
• 0, har denne bølge en »eget lille amplitude og kan negligeres, 
son nøvnt i afsnit 5.1. Det andet led er egenbølgen, der reprø-
senterer svaret på drivleddet taget son et søt af randbetingel-
ser. Mens det tredje led er svaret på drivleddet taget so« et 
søt af begyndelsesbetingelser. Beøørk at disse to bølger er ruw-
ligt adskilte, idet det ses af løsningen (D.12), at den tredje 
bølge vil starte øed at udbrede sig »ed gruppehastigheden 
(d»/dk)„Ul)fki fra randen x « 0 til t - 0, »ens den anden bølge 
til t * 0* er tilstede overalt for x > 0, hvorefter bagenden af 
denne bølge vil bevøge sig vøk fra * - 0 »ed gruppehastigheden 
W"/»)-lfk(-,) > <d»/dk)M(k >,k . 
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APPENDIKS B 
Ved losningen af ligningerne (7.2) og (7.3) benytter vi et cen-
tralt differensskesa. Det vil sige, at de partielle afledede er-
stattes af centrale differenstilnarselser på fsigende »jade. 
idet A representerer en af de afhangige variable 
9 
— A • U(t+&t,x) - Alt-At,x)]/(2At) (E^) 
»t 
j2 
-K * U(t+At,x) - 2A(t,X) + A(t-AtrX)]/(At)2 (£.2) 
»t* 
hvor At betegner tidsskridtet (den tidslige oplesning). På 
tilsvarende side tilnsrses de afledede sht. x, hvor Ax beteg-
ner det ruslige skridt (den ruslige opløsning). Ved nu at 
skrive de afhangige variable sos 
E(»At,nAX) « Rjf + il* (E.3) 
N(sAt,nAx) * R* (B.4) 
og indføre konstanterne 
At At 




Y . (_)2 . p « (2-(At)2 - 2(— ) h i 
AX Ax 
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er differensskemaet givet ved 
H»+1 « RJ-' - v d ^ - R j . , ) - P I I ; , , « ; . , ) 
+ 2(P+HNjJ)lJ (E.6) 
I!+1 • i r 1 - v«I5*rI5-i> + p<RS+i+RS-i> 
- 2(P+HN*)R; (E.7) 
- 2(Rj)2 + (R;.!)2 
+ (Ij+l)2 ~ 2(lJ)2 + ( I ^ ) 2 ) (E.8) 
Det er muligt at gennemføre en linear stabilitetsanalyse af det 
fundne differensskema. Vi vil her gøre som Yajima m.fl. (1975). 
Ulinesre led lineariseres på følgende måde: NR = N0Ro+N0R+NR0, 
2 2 R = R*+2R0Rf og på tilsvarende måde for de ivrige ulinesre 
led. En Pouriertransformation mht. x af det endelige differens-
skema vil betyde, at de afhængige variable transformerer som 
A(t,x) • A(t)exp(iKx) 
A(t*At,x) * A(t±At,x)exp(iKx) (E.9'; 
Ait*At,x*flx) -» A(tiAt,x)exp(iKx>exp(4iKAX) 
Efter division med exp(iKx), kan de resulterende ligninger 
skrives på fotmen 
A<t+At) - ||T|| • A(t) (E.10) 
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hvor A betegner 
A ( t ) = 
R ( t ) 
K t ) 
N ( t ) 
R ( t - A t ) 
I ( t - A t ) 
N ( t - A t ) 
( E . 1 1 ) 
og HT |l betegner transforroat ionsmatr icen . Hvis v i i n d f ø r e r 
At 
o = 2v—sin(KAx) 
Ax 
At 
6 = 4v' s i n 2 ( K A x / 2 ) 
(Ax) 2 
(E .12) 
Y • 2QAt 
At 
9 - 8( ) 2 s i n 2 ( K A x / 2 ) 
Ax 
At 
T » 2 - < A t ) 2 - 4 ( — ) 2 8 i n 2 ( K A x / 2 ) 
Ax 
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er 11 TI I givet ved 
|T| 
- i a 






































De komplekse egenvaerdier X^ hørende til i |T| | er bestemt ved 
det(IITll-AlUII) * 0 (E.14) 
hvor ||I| | er enhedsmatricen. Dette er en 6. grads ligning i X, 
der lyder 
X6 + ( -x+2io)A5 + ((0+YNo)2 - 1 - o2 - 2ioT)X* 
- (((0+YNo)2 - o2 - 2)T + 0+YN 0)6Y(R 2+I 2))A 3 
+ ((B+YNrt)2 - 1 - o2 + 2iot)X2 - (T+2ia)X + 1 * 0 
(2.15) 
Egenværdierne kan nu for givet &x, At, K,Nor Ro °9 1o findes 
ved en numerisk løsning af (E.15). Skemaet er stabilt, hvis det 
for alle egenværdierne gælder at |XJ|<1, marginalt stabilt, 
hvis det for en eller flere gælder at i Xji • 1, og ustabilt, 
hvis det bare for en gælder at |X^ | > i. i vores tilfælde 
gælder det, at skemaet højst kan være marginalt stabilt, se 
f.eks. fig. 5 side 68. 
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APPENDIKS F 
I tabel F.1 er vist parametrene for de ekstra figurer, vi har 
valgt at medtage i dette appendiks. På figurerne l.a, b og c ser 
vi, at endelige gittereffekter giver anledning til dispersive 
oscillationer i modulus af E (v* = 0, Q = 0). På figurerne 
2.a og b ses ligeledes, hvordan endelige gittereffekter træder 
frem, når Tr mindskes for fastholdt &x. Hvis v vælges for lille 
i forhold til &x/&t træder disse også frem, hvilket ses af figu-
rerne 3.a, 1.b og 3.b. I figurerne 4.a, b og c ses, hvorledes 
vi selv kan fremkalde de dispersive oscillationer ved at øge 
v'. Læg iøvrigt mærke til, at i disse kørsler fremgår det me-
get klart, at de dele af bølgefronten med de hurtigste varia-
tioner i fasen løber forrest. 
I figurerne 5.a og b ses, hvorledes fasen modificeres, når vi 
øger Q (v' - 0). Effekten af at variere v* for Q * 0 ses i fi-
gurerne 6.a, b, c og d. Det ses, at modulationinstabiliteten 
er kraftigere jo større v'. Øger vi E0 og varierer v' som før, 
fås 7,a, b, c og d, og øges E0 yderligere får vi for det stør-
ste v' fig. 8.a. Vi ser her, at bølgen er over "100%" moduleret. 
Endelig ser vi af figurerne 9.a og b, at en formindskelse af v 
også giver anledning til til en øget modulation. I fig. F.2 har 
vi iøvrigt vist, hvorledes (n/n0)max varierer m.h.t. Tr for for-
skellige kørsler (v' • 0, Q = 0). Det ses, at (n/n0)max falder 
næsten lineært for Tr > 2. Variationen af (n/n0)max m.h.t. v' 
(Q = 0) er vist i fig. P.3. For store v' stiger (n/n0)max, for-
di dispersive effekter gør, at modulus af E overstiger E0 i nær-
heden af bølgefronten. Det ses da også klart af fig. F.4, at 




























































































































































































































I tabellen er der markeret med "-", når den pågaldende stør-
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Figur P . 2 . Va r i a t i on af ( n / n 0 ) m a x mht. S t i g t i d e n T r 
for Q = C, E0 = 0.5» v = 7 . i og v ' = 0 . 
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Pigur P.3. Variationen af (n/n0)max *ht. den afledede af 




























Pigur F.4. Variationen af (n/n0)max mht. amplituden E0 
for 0= 0, v = 7.5, v' » 0 og Tr = 4. 
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APPENDIKS G 
I kapitel 6 understregede vi, at en eventuel tathedsperturbation 
beskrevet ved ionakustiske bølger var vidt forskellig fra per-
turbationer beskrevet som elektrostatiske ioncyklotron bmlger 
eller elektrostatiske nedrehybrid bmlger. Por samtidigt at kun-
ne sammenlign« med resultaterne i kapitel ? og app. P har vi 
derfor valgt her specielt at betragte udbredelsen af elektro-
statiske øvrehybrid bmlger. D»tt* problem et beskrevet ved de 
koblede ligninger (2.S2) og (2.Sé). ft*«»yii*« H«? s&me normerin-
ger som i (7.1) kan disse ligninger skrives som 
» j2 , »2 
i ( — • v )E *• -v' E « (HIE (G.1) 
»t *x2 2 »X* 
»2
 82 »2 
( -)N « —-ilE|2-<|E|2>) (G.2) 
»t2 ix2 ax2 
Ved blot at fjerne leddet N pi venstre side af ligning (7.3) 
kan vi altsi bruge det samme program, som blev brugt ved den 
numeriske løsning i kapitel 7. Da de ionakustiske bølger ikke 
har en karakteristisk frekvens, der definerer en langsom tids-
skala, benyttes normalt en anden normering end (7.1), se f.eks. 
Rypdal m.fl. (1982). Ved at benytte (7.1) har vi altsi selv 
indført en langsom tidsskala karakteriseret ved 1/0^. Som i ka-
pitel 7 har vi valgt parametre, som demonstrerer de grundliggende 
egenskaber ved ligningerne (G.1) og (G.2). I tabel G.1 er vist 
parametrene for de løsninger, vi har valgt at medtage. Pigur 1.A 
viser en slags standardkørsel (v* • 0, Q • 0) udfra hvilken, vi 
kan sammenligne effekten af at variere Ec, v, v' og Q. Det ses, 
at tmthedssvarets form er godt beskrevet ved |E|2/(V2-1), som 
forudsagt i kapitel 6 ligning (6,10). Endvidere er oscillatio-
nerne stammende fra endelige gittereffekter ami. I fig. 2.A er 
v* • 10 og vi ser tydelige oscillationer i bide I El og n/no som 
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forventet. Ved istedet at sætte Q = 5 fås fig. 3.A. da der sker 
en jævn perturbation af tætheden, ses det her tydeligt i fasen 
af E, at tilbagekoblingen giver anledning til et ulineært bølge-
talsskift jævnfør diskussionen i afsnit 4.3. I figurerne 4.A -
4.D ses effekten af at øge v1 i det fulde ulineære problem. Som 
forventet bliver de dispersive oscillationer større jo større 
v', medens der kun sker en mindre modifikation af fasen af B. 
Pigurerne 5.A - 5.D viser igen effekten af at øge v', men for et 
større E0. Det ulineære bølgetalsskift er som forventet større. 
Randbetingelsen for F/n0 i x = 0 exciterer åbenbart også her den 
kortbølgede instabilitet, så disse løsninger skal tages med et 
vist forbehold. Endelig er effekten af at variere v vist i figu-
rerne 6.A og 6.B. Den kortbølgede instabilitet er åbenbart nemme-
re at excitere jo mindre v, men ses der bort fra denne, er tæt-
hedsperturbationen større jo mindre v (v > 1) i overensstemmelse 
med med n/n0 * |E|2/(v2-1). Ved at afbilde (rt/nQ)max (de disper-
sive oscillationer er negligeret) som funktion af v for fast-
holdte værdier af de andre parametre fås fig. 6.2, hvor vi også 
har indtegnet E2/(v2-1). Afbilder vi i stedet (n/n0)max som 
funktion af E0, fås fig. G.3, hvor også E2/(v2-1) er indtegnet. 
Det ses i begge tilfælde, at der er en fin overensstemmelse, 
hvilket jo øger tilliden til vores numeriske resultater fundet 









































































( n / n 0 ) m a x 
4 .80x10-3 
5 .82x10-3 











I alle tilfalde er At » 10"2, AX = 1 og Tr = 4. 
I tabellen er der markeret med "-", når den pågæl-
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Pigur G.2. Variationen af ( n / n 0 ) m a x roht. gruppehastigheden 
v for Q » 0, E0 » 0 . 5 , v ' » 0 og Tr » 4. n /n 0 * 0.25/f/2-1J 
er angivet med: - - -
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Figur G.3. Variationen af (n/n0)raax mht. amplituden EQ 
for Q = 0, v = 7.5, v' * 0, og Tr = 4. n/nQ = EJ/55.3 er 
angivet med: . 
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